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前言

最开始自学线性代数的动机是看不懂电动力学的第一章，加上高三在学校选了线代这
门课程，促使我抽出业余时间开始看国内外有关教材。高三因为申请季的原因，前前后后
拖了快一年才结束第一轮的学习，并留下了一本 200 来页的手写笔记。由于学习时间跨度
很大，随着理解的深入，笔记前后的风格出入明显；而且参考的教材略多，总想写得面面
俱到，内容的安排稍显散乱。个人水平所限，错漏之处想必不少，还请谅解。

内容概要

内容基本覆盖了传统的理工科线性代数内容，以及与其他课程联系紧密的重线性代数
（张量）。与国内数学系大一必修的高等代数不同的是，这个笔记缺少多项式理论和环与理
想，这是因为这些内容完全可以放在接下来的抽象代数中学习；这个笔记没有深入讨论
Jordan 标准形理论，内容仅限于得到复向量空间上线性算子的准素分解与循环分解，而
不涉及 λ 矩阵，有理标准形，矩阵函数等课题。请注意由于学习时间跨度长，笔记前后风
格差异相当大。
分章节的内容简介：

第一章线性方程组介绍了线性方程组的行化简法，矩阵行变换，阶梯形矩阵，Rn 的
向量，线性无关，张成空间，矩阵乘向量表示 Rn 中的线性映射。

第二章矩阵介绍了矩阵加法与数乘，矩阵乘法表示线性映射的复合，矩阵转置，矩阵
求逆，初等矩阵，矩阵分块，对角矩阵，三角矩阵，准对角矩阵，矩阵 LU 分解。

第三章行列式介绍了行列式表示线性映射放大率，行列式的基本性质（多线性，斜对
称性），行列式的导出性质，行列式的完全展开，余子式展开，Vandermonde 行列式，分
块矩阵的行列式，Cramer 法则，伴随矩阵表示逆矩阵。

第四章向量空间介绍了向量空间的公理及导出性质，子空间，基，维数，线性映射，
单射与满射，零空间与值域，线性映射基本定理，空间的同构，矩阵表示线性映射，线性
算子，空间的坐标系，基变换，相似矩阵，矩阵的 4 个基本子空间，矩阵的秩，子空间的
和，直和，维数定理，积空间，商空间，商映射。

第五章谱理论介绍了本征值，本征向量，本征空间，特征多项式，相似矩阵的行列式
与迹，代数重数与几何重数，对角化的等价条件，对角化算法，Fibonacci 数列，不变子
空间，上三角矩阵，算子的多项式，零化多项式，Cayley-Hamilton 定理，准素分解，极
小多项式，幂零算子，循环子空间分解，幂零算子的 Jordan 形，一般算子的 Jordan 形，
Jordan-Chevalley 分解定理，广义本征空间，向量空间和算子的复化。

第六章二次形介绍了双线性形式，合同矩阵，二次型与对称矩阵，对称矩阵的合同
对角化，化二次型为标准形，二次型的规范形，Sylvester 惯性定律，实二次型的分类，
Sylvester 正定性准则。

第七章内积空间介绍了 Euclid 空间与酉空间的内积定义，范数，Cauchy-Schwarz
不等式，勾股定理，正交分解，赋范空间，标准正交基，Fourier 分解，Parseval 等式，
Gram-Schmidt 正交化过程，Schur 定理，Riesz 表示定理，正交补，正交投影，极小化，
正规方程，伴随映射，自伴算子，实谱定理，实对称矩阵的正交对角化，正规算子，复谱
定理，等距同构，正交矩阵与酉矩阵，正交算子的刻画，QR 分解，初等旋转，正算子，极
分解，Schmidt 分解，奇异值分解，算子范数。

第八章重线性代数介绍了线性泛函，对偶空间，对偶映射，零化子，Euclid 空间中对
偶映射与伴随映射的等同，多重线性映射，张量积的万有性，张量积的基与维数，张量积
的交换律与结合律，线性映射的张量积，矩阵的 Kronecker 积，对偶的张量积，Einstein
约定记号，协变量与逆变量，(p, q) 型张量，张量的运算，张量的基变换，指标缩并，交
错映射，外积，交错张量，交错化子，Grassmann 代数，行列式。



和通用符号的差异

由于个人习惯和 follow 的书本等原因，笔记有许多符号表示和通用记号有差异（但笔
记前后尽可能保持一致）

笔记中符号 F 仅表示实数域 R 或复数域 C ，不扩展到一般域的情况。
如无特殊指明，向量空间 V 不默认为有限维空间；但一旦指明空间的基，就一定是

有限维的情况（笔记中只定义了有限维向量空间的基，并且尽力避免无限求和的情况）。
所有向量我都按习惯加上了箭头，例如矩阵作用于向量 AX = B 习惯写作 Ax⃗ = b⃗ ；

双线性形式 f = XTAY 习惯写作 f = x⃗TAy⃗ ；向量空间的基习惯写作 v⃗1, v⃗2, ..., v⃗n。这个
习惯直到最后一章重线性代数才放弃（因为涉及非常多不同的向量空间）。

为作区分，线性映射一般用字母 S, T, U ，矩阵一般用字母 A,B,C 。线性映射的核
空间 Ker T 习惯写作零空间 Null T ；像集 Im T 习惯写作值域 Ran T 。

方阵/算子的行列式 |A| 习惯记作 detA ，例如特征多项式 |λE −A| 习惯记作
det (λI −A) 。我一直不赞同竖线 |·| 的滥用，容易造成混淆。在笔记中 |·| 只用于
表示绝对值，而范数则用双竖线 ||·|| 表示。

同样造成滥用的还有圆括号 (·,·) ，笔记中内积改用尖括号 ⟨·,·⟩ 表示。
与伴随作区分，对偶空间 V ∗ 和对偶映射 T ∗ 习惯写作 V ′ 和 T ′ （这种区分事实上对

Euclid 空间是无必要的）。
许多名词的中译与国内教材有差别，例如“线性变换”都称为“算子”。笔记中的名

词基本都是跟随 Linear Algebra Done Right 的中译本。
证明结尾放上中二的 Q.E .D . !

参考教材

我参考或者浏览过不少教材，对我写作影响最大的莫过于

Sheldon Axler, Linear Algebra Done Right (3rd ed.)

这是我最为推崇的线性代数教材。我的逻辑主线很大程度上继承了这本书的思路，有几个
章节（向量空间、内积空间）甚至是完全照搬原书脉络。

此外，我还在很多章节主要参考了两本书：

蓝以中, 高等代数简明教程
Sergei Treil, Linear Algebra Done Wrong
张贤科, 高等线性代数

在某一两个知识点上给以我启发的书有：

丘维声, 高等代数
Steven Roman, Advanced Linear Algebra

David Lay, Linear Algebra and Its Applications
Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra

Kenneth Hoffman & Ray Kunze, Linear Algebra
梁灿彬 & 周彬, 微分几何入门与广义相对论
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