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有限群的表示论是群论和线性代数结合的产物。群是从“对称性”中抽象出来的代数结构。群表示论的核心课题，就是找到
群在向量空间上的所有线性表示。

这门课的前置课程是线性代数，群论，环论和模论，并且会在最后一章涉及微量的交换代数和 Galois 理论。在整个笔记
中，k 指代基域。G 指代一个有限群。在特征标理论中，我们只研究 k = C 的情况。V 指代一个 k 上的有限维向量空间。令
GL(V ) 为 V 上全体可逆线性变换构成的群。

若不加声明，所有向量空间均为 k 上的向量空间，当我们谈及维数时，均指 k 上的维数。例如当我们说“n 维 k[G] 模 V”，
实际上是指 dimV = n。当我们谈及模和群作用时，不加声明的都指代左模和左作用。

1 表示与群代数

定义 1.1. 表示

设 G 是有限群，V 是有限维向量空间。G 在 V 上的一个表示是指一个群同态

ρ : G→ GL(V )

其中表示 ρ 的次数即 V 的维数 dimV。若 ker ρ = {eG}，则称 ρ 是忠实的。
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我们接下来将证明，给定一个 V 上群 G 的 k 表示，等价于在 V 上定义一个 k[G] 模结构，其中将要定义的 k[G] 是群 G 在
域 k 上的群代数。群代数可以视为 G 在 k 上的“线性扩充”。

定义 1.2. 群代数

设 G 是有限群。考虑 k 上以 G 为基自由生成的向量空间：

k[G] :=

∑
g∈G

agg : ag ∈ k


其上可定义乘法结构： ∑

g∈G

agg

∑
h∈G

bhh

 =
∑
g∈G

∑
h∈G

(agbh)(gh) =
∑
g∈G

(∑
h∈G

ahbh−1g

)
g

可以验证，这个乘法与 k 上的标量乘法相容。于是 k[G] 就成为 k 上的一个代数。

表示 ρ : G→ GL(k) 可以线性地扩充到 k[G] 上。定义 ρ∗ : k[G] → Endk(V )：

ρ∗

∑
g∈G

agg

 :=
∑
g∈G

agρ(g)

易验证 ρ∗ 是从 k[G] 到 Endk(V ) 的 k 代数同态。于是 ρ∗ 定义了 V 上的一个左 k[G] 模结构：

∑
g∈G

agg · v := ρ∗

∑
g∈G

agg

(v) =
∑
g∈G

agρ(g)(v), v ∈ V, ag ∈ k, g ∈ G

反过来，设 k 向量空间 V 是一个左 k[G] 模。则 V 上有自然的群同态 ρ : G→ GL(V )，由如下方式给出：

ρ(g)(v) := g · v, v ∈ V, g ∈ G

这是群 G 在 V 上的一个 k 表示。

这样，我们就把左 k[G] 模和群 G 的 k 表示自然对应了起来。以后我们会不加声明地交换使用这两个概念。

接下来给出一些群表示的重要栗子。

例 1.3. 群表示的例子

设 G 是一个有限群。

1. 平凡表示：群表示 1G : G→ GL(V ) 满足对于任意 g ∈ G，1G(g)(v) = v，称为 G 的平凡表示。

2. 矩阵表示：群表示 ρ : G→ GLn(k) ∼=Mn(k)
× 称为 G 的一个矩阵表示。

3. 置换表示：设 X 是一个有限集。考虑 k 上以 X 为基自由生成的向量空间：

k⊕X =

{∑
x∈X

axx : ax ∈ k

}

一个群作用 ρ : G→ Sym(X) 可以线性地扩充成一个群表示 ρ̃ : G→ GL
(
k⊕X

)
，由如下方式给出：

ρ(g)

(∑
x∈X

axx

)
:=
∑
x∈X

ax(g · x)

ρ 称为 G 的一个置换表示。

4. 正则表示：群表示 ρ : G→ GL(k[G]) 满足 ρ(g)

(∑
h∈G

ahh

)
=
∑
h∈G

ahgh，称为 G 的 (左) 正则表示。k[G] 自身是

一阶左 k[G] 自由模，称为左正则 k[G] 模，它的子模就是 k[G] 的左理想。
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群表示之间有同态映射：

定义 1.4. 表示同态

设 ρ : G→ GL(V ) 和 σ : G→ GL(W ) 是群 G 的两个表示。若线性映射 φ : V →W 使得对于任意 g ∈ G，如下图表交
换：

V W

V W

φ

ρ(g) σ(g)
φ

即 σ(g) ◦ φ = φ ◦ ρ(g)，则称 φ 是表示 ρ 与 σ 之间的同态。若 φ 是双射，则称之为表示同构。

用模论的语言，表示同态 φ : V →W 给出了左 k[G] 模 V 与 W 之间的一个模同态：

φ

∑
g∈G

agg

 · v

 =
∑
g∈G

ag(φ ◦ ρ(g))(v) =
∑
g∈G

ag(σ(g) ◦ φ)(v) =

∑
g∈G

agg

 · φ(v)

群表示有子表示和商表示：

定义 1.5. 稳定子空间

设 ρ : G → GL(V ) 是一个群表示，它定义了 V 上的一个左 k[G] 模结构。设 U 6 V 是一个 V 的子空间。若对于任意
g ∈ G 和 v ∈ U，有 ρ(g)(v) ∈ U，那么 U 称为 V 的 G 稳定子空间。

定义 1.6. 子表示，商表示

设 ρ : G→ GL(V ) 是一个群表示。U 6 V 是 G 稳定子空间。

1. 由 U 提供的 ρ 的子表示，是指群同态 ρU : G→ GL(V )，满足 ρU (g)(u) := ρ(g)(u) 对所有 g ∈ G 和 u ∈ U 成立。
换言之，子空间 U 是 V 的左 k[G] 子模。

2. 由 U 提供的 ρ 的商表示，是指群同态 ρV /U : G→ GL(V /U)，满足 ρV /U (g)(v+U) := ρ(g)(v) +U 对所有 g ∈ G

和 v ∈ V 成立。换言之，商空间 V /U 是 V 的左 k[G] 商模。

定义 1.7. 既约表示

若表示 ρ : G→ GL(V ) 没有非平凡真 G 稳定子空间，则称之为既约表示。换言之，作为左 k[G] 模，V 是单模。

表示论的核心就是在至多同构的情况下找到群 G 的所有既约表示。

接下来我们给出表示论的第一个有趣的结论：

定理 1.8. Maschke 定理

设 G 是有限群，且 char k 6 | |G|。设 V 是 k[G] 模，U 6 V 是 V 的 k[G] 子模。则存在 V 的 k[G] 子模 W 使得
V = U ⊕W。

Proof. 首先设 Z 是 V 中关于 U 的一个线性补空间，即 V = U ⊕ Z。设 πU : V → V 是这个直和分解到 U 上的投影。即对
u ∈ U 和 z ∈ Z 有 πU (u+ z) = u。由 |G|1k 6= 0，可以定义线性变换 φ : V → V

φ(v) :=
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g) ◦ π ◦ ρ(g−1)(v)

容易验证 φ 是一个 k[G] 模同态，且 φ 也是一个从 V 到 U 的投影。设 W := kerφ，则由模的第一同构定理，W 是
V 的 k[G] 子模。且由投影的性质有

V = imφ⊕ kerφ = U ⊕W
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命题 1.9. 半单模，完全可约表示

设 A 是 k 代数，V 是左 A 模，且 V 6= {0}。以下命题等价：

1. 存在 V 的一族单 A 子模 {Ui : i ∈ I}，使得 V =
⊕
i∈I

Ui；

2. 对 V 的任意 A 子模 U，都存在 A 子模 W 使得 V = U ⊕W。

满足以上条件的 A 模称为半单模或者完全可约模。对于群代数 A = k[G]，V 上提供的表示 ρ : G → GL(V ) 称为完全
可约表示。

Proof. 1 =⇒ 2：设 U 是 V 的子模。由 Zorn 引理存在一个 (集合包含意义下的) 极大子模 W 使得 U ∩W = {0}。我们要证
V = U ⊕W。如不然，则存在一个单子模 Ui 6⊆ U ⊕W。于是 Ui ∩ (U ⊕W ) = {0}，即 U ∩ (Ui ⊕W ) = {0}。这与 W

的极大性矛盾。因此 V = U ⊕W。

2 =⇒ 1：首先我们证明 V 有至少一个单 A 子模。固定 v ∈ V \ {0}，于是 Av 是 V 的一个循环子模。考虑 A 的一个
极大左理想 I，则 Iv 是一个 Av 的一个极大子模。由题设存在 V 的另一个子模 W 使得 V = Iv ⊕W，于是

Av = Av ∩ V = Av ∩ (Iv ⊕W ) = Iv ⊕ (Av ∩W )

因此有 A 模同构：
Av ∩W ∼= Av/Iv ∼= (A/I)v

其中 (A/I)v 是单 A 模由 I 的极大性。故 Av ∩W 是 V 的子单模。

考虑集族及其上定义的偏序：

𝒮 :=

{
{Ui : i ∈ I} ⊆ P(V ) : Ui 6 V 是单模，且

∑
i∈I

Ui =
⊕
i∈I

Ui

}
{Ui : i ∈ I} 6𝒮 {Ui : i ∈ J} ⇐⇒ I ⊆ J

由前面的论述有 𝒮 6= ∅，因此 Zorn 引理推出 𝒮 有一个极大元 {Ui : i ∈ K}。由题设存在 V 的另一个子模 Z 使得

V =

(⊕
i∈K

Ui

)
⊕ Z

由 {Ui : i ∈ K} 的极大性，Z 是 V 的单子模，因此命题得证。

从完全可约表示的定义和 Maschke 定理我们有如下推论：

推论 1.10

设 G 是有限群，且 char k 6 | |G|。则每个有限维表示 ρ : G→ GL(V ) 都是完全可约的。

定义 1.11. 半单代数

设 A 是域 k 上的代数。若 A 的左模都是完全可约的，则称 A 是半单代数。

推论 1.12

设 G 是有限群，且 char k 6 | |G|。则群代数 k[G] 是半单代数。

研究群表示 ρ : G→ GL(V )，等价于研究 k[G] 模的结构。由 Maschke 定理，k[G] 是半单代数。因此我们在下一节构建关于
半单代数的理论，并以此研究群表示的结构。

2 半单代数的结构

在本章中，A 指代一个有限维 k 代数。

下面的引理看似显然成立，但是却能在之后导出一些有趣的结论。
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引理 2.1

设 V,W 是 A 上的单模。则每个 A 模同态 φ : V →W 要么是零映射，要么是模同构。

Proof. 由模的第一同构定理和单模的定义显然。

引理 2.2

每个循环 A模 V 都同构于左正则 A模的一个商模：若 V = Av，则 V ∼= A/ annA(v)，其中 annA(v) := {a ∈ A : av = 0}。

Proof. A 模同态 φ : A→ V，a 7→ av 是满射。由模的第一同构定理，有

V = imφ ∼= A/ kerφ = A/ annA(v)

注. 注意到每个 A 上的单模 V 都是循环模，因此以上引理说明每个单 A 模都同构于左正则 A 模的一个商模。

定理 2.3. Schur 引理

设 k 是代数闭域，V 是 A 上的单模。则每个 V 上的 A 模自同态都是一个标量乘法 λ ∈ k。即对于 φ ∈ EndA(V )，存
在 λ ∈ k 使得对任意 v ∈ V，有 φ(v) = λv。特别地，有 EndA(V ) = k idV .

Proof. 由引理 2.2，V 同构于 A 的一个商模。于是 V 是 k 上的有限维向量空间。设 φ ∈ EndA(V )，则 φ 是 V 上的 k 线性
变换。由于 k 是代数闭域，φ 有本征值 λ ∈ k。于是 φ− λ idV ∈ EndA(V ) 有非平凡零空间，因此不是同构。由引理
2.1，φ− λ idV = 0。故 φ = λ idV。

2.1 半单代数上的单模

命题 2.4

设 A 是域 k 上的有限维半单代数。A 上的左单模在同构意义下只有有限多个。

Proof. 将 A 能分解成单 A 子模 Vi 的直和：

A =

r⊕
i=1

Vi

设 V 是一个单 A 模。固定 v ∈ V \ {0}。设模同态 φ : A → V 由 φ(a) := av 给出。设 φi := φ
∣∣
Vi
。直和分解式

a =

r∑
i=1

ar, ai ∈ Vi, 给出了 φ(a) 的分解：

φ(a) =

r∑
i=1

φi(ai)

由于 φ 非零，至少有某个 φi : Vi → V 非零。由引理 2.1，φi 是模同构。于是 V 同构于 V1, ..., Vr 中的一个单 A 模。
故 A 上的单模在同构意义下只有有限多个。

接下来我们研究 A 作为环的幂等元。

定义 2.5. 环的中心，幂等元

Z(A) := {z ∈ A : ∀ a ∈ A az = za} 称为 A 的中心。它是 A 的一个含幺子环。

若 e ∈ A 满足 e2 = e，则称之为 A 的一个幂等元；若 e ∈ Z(A)，则称之为中心幂等元。若幂等元 e1, ..., en ∈ A 满足
eiej = ejei = eiδij，则称他们是正交的。
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命题 2.6

设 A 是域 k 上的有限维半单代数。则存在一组正交的幂等元 e1, ..., er ∈ A 使得

1A =

r∑
i=1

ei, A =

r⊕
i=1

Aei

Proof. 设 A 能分解成单 A 子模 Vi 的直和：

A =

r⊕
i=1

Vi

将单位元沿着该直和分解：

1A =

r∑
i=1

ei, ei ∈ Vi

注意到从直和的性质出发有

ei = ei1A =

r∑
j=1

eiej =⇒ eiej = eiδij

故 e1, ..., er 是一组正交幂等元。对于 vi ∈ Vi，根据直和，有

vi = vi1A =

r∑
j=1

viej = viei ∈ Aei

故 Vi ⊆ Aei。而显然 Aei ⊆ Vi，因此 Vi = Aei，有

A =

r⊕
i=1

Aei

下面的命题说明代数的半单性只取决于它的左正则模。

命题 2.7

设 A 是域 k 上的有限维代数。A 是半单代数当且仅当 A 上的左正则模是完全可约的。

Proof. 必要性显然成立，下面证充分性。

设 A 上的左正则模是完全可约的。注意到命题 2.6 的证明只用到了左正则模 A 的完全可约性。于是能将 A 的单位元
分解成正交幂等元的和：

1A =

r∑
i=1

ei, A =

r⊕
i=1

Aei

设 M 是一个左 A 模。任取 M 的子模 N，由 Zorn 引理存在一个 M 的极大子模 L 满足 N ∩ L = {0}。我们要证
M = N ⊕ L。如不然，则存在 x ∈M 使得 x /∈ N ⊕ L。注意到

x = 1Ax =

r∑
i=1

eix ∈
r⊕

i=1

Aeix

因此存在 j ∈ {1, ..., n} 使得 Aejx 6⊆ N ⊕ L。注意到 φj : Aej → Aejx，aej 7→ aejx 是 A 模满同态。由引理 2.1，有
模同构 Aej ∼= Aejx。Aejx 是单模。于是 (N ⊕ L) ∩Aejx = {0}，即 N ∩ (L⊕Aejx) = {0}，这与 L 的极大性矛盾。
于是 M 是完全可约的 A 模。

2.2 半单代数的中心
在 2.2 节与 2.3 节我们固定 A 为 k 上的一个有限维半单代数。令 V1, ..., Vr 为（互不同构的）全部的单 A 模。我们固定左正
则模 A 的一个直和分解：

A =

r⊕
i=1

Bi =

r⊕
i=1

ni⊕
j=1

Lij =

r⊕
i=1

ni⊕
j=1

Aeij

其中 Lij
∼= Vi 是 A 的单子模，因此 {eij ∈ A : 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 ni} 是一组正交幂等元。注意到由模的 Jordan-Hölder 定

理，这个直和分解在置换的意义下是唯一的。此外，每个 ni > 1，因为每个单模都同构于 A 的一个子模。
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引理 2.8

B1, ..., Br 是 A 作为环的双边理想。

Proof. 由定义 B1, ..., Bn 是 A 的子模，因此是左理想。只要证它们是右理想。固定 a ∈ A，考虑 Lij ⊆ Bi。考虑沿着前述直
和的投影 πkℓ : A� Lkℓ，以及模同态 ra ∈ EndA(A)，ra(v) 7→ va。对 v ∈ Lij，有

ra(v) = va =

r∑
k=1

nk∑
ℓ=1

vaekℓ =

r∑
k=1

nk∑
ℓ=1

πkℓ ◦ ra(v)

对 k 6= i，模同态 (πkℓ ◦ ra)
∣∣
Lij

: Lij → Lkℓ 是零映射，因为 Lij 6∼= Lkℓ 以及引理 2.1。因此

va ∈
ni∑
ℓ=1

πiℓ ◦ ra(v) ∈ Bi =⇒ Lija ⊆ Bi =⇒ Bia ⊆ Bi

故 Bi 是 A 的右理想。

推论 2.9

dimZ(A) > r，其中 r 是 A 的单模的个数。

Proof. 设 ei :=

ni∑
j=1

eij。由于 Bi =

ni⊕
j=1

Aeij = Aei 是 A 的双边理想，ei ∈ Bi 是一个中心幂等元。于是 {e1, ..., er} 是一组正

交中心幂等元。特别地它们在 k 上线性无关。故 dimZ(A) > r。

定理 2.10

设 k 是代数闭域。则 dimZ(A) = r，其中 r 是 A 的单模的个数。

Proof. 由推论 2.9，只要证 dimZ(A) 6 r。对于 z ∈ Z(A)，z 在 Vi 上的作用给出了一个 Vi 的 A 模自同态，由 Schur 引理，
这个作用等价于乘上一个标量 zV ∈ k。由此给出的 k 代数同态 Z(A) → k，z 7→ zV 称为中心特征标。相应地，我们
也能定义 k 线性映射 ψ : Z(A) → kr，ψ(z) = (zV1 , ..., zVr )。对 z ∈ Z(A)，有

z =

r∑
i=1

ni∑
j=1

zeij =

r∑
i=1

ni∑
j=1

zVi
eij

因此 ψ 是单射。有 dimZ(A) 6 dim kr = r。

命题 2.11

设 G 是有限群。C1, ..., Cs 是 G 的全部共轭类。对共轭类 Ci，定义共轭类和

Ĉi :=
∑
x∈Ci

x ∈ k[G]

则 {Ĉ1, ..., Ĉs} 是 Z(k[G]) 作为 k 向量空间的一组基。因此有 dimZ(k[G]) = s。

Proof. 先证 Ĉi ∈ Z(k[G])。对 g ∈ G，ρg : Ci → Ci，x 7→ g−1xg 是一个双射。于是

Ĉig =
∑
x∈Ci

xg =
∑
x∈Ci

gρg(x) =
∑
x∈Ci

gx = gĈi

把上式线性地扩展到 k[G] 上即可。

由于共轭类不交，{Ĉ1, ..., Ĉs} 线性无关，只要证它张成 Z(k[G])。对于
∑
g∈G

agg ∈ Z(k[G])，注意到

∀h ∈ G :
∑
g∈G

agg = h−1

∑
g∈G

agg

h =
∑
g∈G

ag(h
−1gh) =

∑
g∈G

agρh(g) =
∑
g∈G

aρ−1
h (g)g

7



因此 ag = aρ−1
h (g)。特别地，对于共轭的 g, h 有 ag = ah。故 {Ĉ1, ..., Ĉs} 张成 Z(k[G])：

∑
g∈G

agg =

s∑
i=1

∑
g∈Ci

aig =

s∑
i=1

aiĈi

推论 2.12

代数闭域上有限群 G 既约表示的个数恰好等于 G 的共轭类的个数。

Proof. 结合定理 2.10 和命题 2.11 可得。

2.3 Artin-Wedderburn 定理

命题 2.13

每个 Bi 都是带有单位元 ei :=

ni∑
j=1

eij 的环。有环同构：

(A, 1A) ∼= (B1, e1)× · · · × (Bn, en)

更进一步，每个 Bi 都是 k 上的半单代数，有唯一的单模 Vi。

Proof. 由引理 2.8，Bi 是 A 双边理想，其上的幂等元 ei 是中心幂等元，并且有 aei = eia = a 对于所有 a ∈ Bi 成立。
于是 (Bi, ei) 是含幺环。（但注意 Bi 不是 A 的含幺子环，因为 ei 6= 1A）那么 a 7→ (ae1, ..., aer) 给出了环同构
(A, 1A) → (B1, e1)× · · · × (Bn, en)。

固定 ℓ ∈ {1, ..., ni}，考虑 Liℓ 的一个 Bi 子模 U。有

AU =

 r⊕
j=1

Bj

U = BiU 6 U

因为对 i 6= j，BjU 6 BjBi = Bjej · eiBi = 0。于是 U 也是 A 模，因此 U = Liℓ 或 U = 0，故 U 是单 Bi 模。因为

Bi =

ni⊕
j=1

Lij 且 Lij
∼= Vi，Bi 是半单代数，因此由命题 2.4 的证明，Vi 是 Bi 上的唯一单模。

命题 2.14

设 B 是 k 上的半单代数，有唯一的单模 V。若 B ∼= V n，则有 k 代数同构 B ∼=Mn (D
op)，其中 D := EndB(V ) 是一

个除环，Dop 表示 D 的反环。a

a环 R 的反环 Rop 是 Abel 群 R 上装配了乘法 ⋆，使得对于任意 a, b ∈ Rop 有 a ⋆ b := ba，容易验证这是与 R 同构的一个环。

Proof. 由引理 2.1，D = EndB(V ) 的每个非零元素都是 V 上的 B 模自同构，因此可逆。故 D 是除环。

首先我们证环同构 B ∼= EndB(B)op：对 a ∈ B，定义右乘 ra ∈ EndB(B)，ra(b) = ba。容易验证 a 7→ ra 是从 B 到
EndB(B)op 的环同构。

有 B 模同构 B ∼= V n，考虑嵌入 ιi : V → B 和投影 πi : B → V。定义 ρ : EndB(B) →Mn(D) 如下：

ρ(f) := {fij}ni,j=1 = {πi ◦ f ◦ ιj}ni,j=1

容易验证这是个环同构。最后有
B ∼= EndB(B)op ∼=Mn(D)op ∼=Mn(D

op)

结合前两条命题，我们得到了著名的 Artin-Wedderburn 定理：
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定理 2.15. Artin-Wedderburn 定理

设 A 是域 k 上的有限维半单代数。则存在除环 D1, ..., Dr 和 n1, ..., nr ∈ Z+ 使得存在如下的 k 代数同构：

A ∼=Mn1
(D1)× · · · ×Mnr

(Dr)

在代数闭域上，结合 Schur 引理我们能更进一步：

推论 2.16. 代数闭域上的 Artin-Wedderburn 定理

设 A 是代数闭域 k 上的有限维半单代数。则存在 n1, ..., nr ∈ Z+ 使得存在如下的 k 代数同构：

A ∼=Mn1
(k)× · · · ×Mnr

(k)

Proof. 由 Schur 引理，有 k 代数同构 D = EndB(B) ∼= k。在命题 2.14 的代数同构中，我们更进一步有

B ∼=Mn(D
op) ∼=Mn(k

op) ∼=Mn(k)

于是
A ∼=Mn1

(Dop
1 )× · · · ×Mnr

(Dop
r ) ∼=Mn1

(k)× · · · ×Mnr
(k)

利用 Artin-Wedderburn 定理，可以研究代数闭域 k 上 G 的既约表示的结构。

引理 2.17

矩阵环 Mn(k) 是半单代数，其上唯一的单模同构于 kn。Mn(k) 有左理想直和分解：

Mn(k) ∼=
n⊕

i=1

Mn(k)Eii

其中 Eii ∈Mn(k) 只有第 (i, i) 个元素为 1，其余元素为 0。每个左理想 Mn(k)Eii 都 Mn(k) 模同构于 kn。

Proof. 由线性代数知识易证。

定理 2.18

设 k 是代数闭域，且 char k 6 | |G|。设 V1, ..., Vr 是全部互不同构的 k[G] 上的单模。则有 k[G] 模同构：

k[G] ∼=
r⊕

i=1

V dim Vi
i

特别地，有 |G| =
r∑

i=1

(dimVi)
2。

Proof. 由 Maschke 定理，k[G] 是半单代数。由 Artin-Wedderburn 定理，有 k 代数同构

k[G] ∼=Mn1
(k)⊗ · · · ⊗Mnr

(k)

其中每个 Mni
(k) 都是单代数，有唯一的单模 Vi，由引理 2.17 有 Mni

(k) 模同构 Mni
(k) ∼= V ni

i 。因此 ni = dimVi。
于是有 k[G] 模同构

k[G] ∼=
r⊕

i=1

V ni
i

∼=
r⊕

i=1

V dim Vi
i

特别地，|G| = dim k[G] =

r∑
i=1

(dimVi)
2。
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3 Abel 群的既约复表示：Pontryagin 对偶
对于 Abel 群的既约表示，有如下简单的结论：

命题 3.1

设 G 是有限 Abel 群，k 是代数闭域。则 G 的所有既约 k 表示都是一次的。换言之，所有 k[G] 上的单模都是一维的。

Proof. 设 ρ : G → GL(V ) 是一个既约表示，则 V 是个单 k[G] 模，且 ρ∗ : k[G] → Endk(V ) 是 k 代数同态。对 g, h ∈ G 和
v ∈ V，因为 G 是 Abel 群，

ρ∗(g)(h · v) = gh · v = hg · v = h · ρ∗(g)(v)

因此 ρ∗(g) ∈ Endk[G](V )。由 Schur 引理，存在 λ ∈ k 使得 ρ∗(g) = λ1k。于是对任意 v ∈ V \ {0}，〈v〉 是 k[G] 子模。
因 V 是单模，V = 〈v〉，dimV = 1。

下面考虑 k = C 的情况。

引理 3.2

设 G 是有限群。ρ : G→ GL(V ) 是 G 的一次复表示。则有群同构 GL(V ) ∼= S1。特别地，若 g ∈ G 阶数为 n，则 ρ(g)

是 C 的 n 次本原单位根 ζn。

Proof. ρ是一次复表示，于是有线性同构 V ∼= C以及群同构 GL(V ) ∼= C×。对 g ∈ G，设 o(g) = n。则 idC = ρ(e) = ρ(gn) =

ρ(g)n，且 ρ(g)m 6= idC 对于 m 6 n 成立。于是 ρ(g) = ζn idC，其中 ζn 是 n 次本原单位根。

定义 3.3. Pontryagin 对偶

设 G 是有限 Abel 群，全体 G 的复表示 Ĝ := Hom(G,S1) 称为 G 的 Pontryagin 对偶。其上可以定义逐点乘法：

∀ ρ1, ρ2 ∈ Ĝ ∀ g ∈ G (ρ1 · ρ2)(g) := ρ1(g) · ρ2(g)

于是 Ĝ 构成一个群。

我们的目标是证明群同构 G ∼= Ĝ。

引理 3.4

设 G1, G2 是有限 Abel 群，那么有自然同构 ̂G1 ×G2
∼= Ĝ1 × Ĝ2。

Proof. 这是因为 Hom 函子保持直积：HomZ(G1, S
1)× HomZ(G2, S

1) ∼= HomZ(G1 ×G2, S
1)

引理 3.5

n 阶循环群满足 Cn
∼= Ĉn。

Proof. 设 Cn = 〈g〉，固定一个 n 次本原单位根 ζn ∈ S1。对 m ∈ Z，定义 ρm : G → S1，g 7→ ζmn 。显然 ρm = ρk 当
且仅当 m ≡ k (mod n)。这样就给出了一族互不同构的表示

{
ρm : Cn → S1 | m ∈ Z/nZ

}
。另一方面，对每个表示

ρ : Cn → S1，ρ(g) 是一个 n 次本原单位根，所有 n 次本原单位根都能被 ζn 生成，于是 ρ = ρm 对某个 m ∈ Z 成立。
于是

Ĉn =
{
ρm : Cn → S1 | m ∈ Z/nZ

} ∼= Z/nZ ∼= Cn

定理 3.6

设 G 是有限 Abel 群，那么有同构 G ∼= Ĝ。
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Proof. 回忆主理想整环上有限生成模的分类定理，每个有限 Abel 群都是一些循环群的直积。于是由引理 3.4 和引理 3.5，有
G ∼= Ĝ。

注. 这个同构不是自然的，因为我们需要为一次复表示选择一个对应的本原单位根。然而下面的同构是自然的：

定理 3.7

设 G 是有限 Abel 群，那么有自然同构 G ∼= ̂̂
G。

Proof. 与线性代数中的自然同构 V ∼= V ′′ 证明相似。

对于非 Abel 群在代数闭域上的表示，我们仍然能从命题 3.1 获得一些启发。对于有限群 G，它的对易子群 G′ :={
xyx−1y−1 : x, y ∈ G

}
是 G 的正规子群，且 G/G′ 是 Abel 群。我们知道 G/G′ 的既约表示都是一维的，为了从 G/G′ 的表

示得到 G 的表示，我们需要下面的概念。

定义 3.8. 表示的提升

设 N ▹ G 是 G 的正规子群。对于商群 G/N 的表示 ρ : G/N → GL(V )，它给出了一个 G 上的表示 ρ̇ : G → GL(V )，
ρ̇(g) := ρ(gN)。ρ̇ 称为表示 ρ 在 G 上的提升。

引理 3.9

设 ρ : G→ GL(V ) 是 G 的一个 k 表示。φ : H → G 是一个群同态，则 ρ ◦ φ : H → GL(V ) 是 H 的一个 k 表示。

1. 若 ρ ◦ φ 是既约表示，则 ρ 也是既约表示；

2. 若 φ 是满同态，则 ρ 既约当且仅当 ρ ◦ φ 既约。

Proof. 1. 设 ρ 可约。设 U 6 V 是非平凡的 G 稳定子空间。对 h ∈ H，

(ρ ◦ φ)(h)(u) = ρ(φ(h))(u) ∈ U

故 U 是非平凡的 H 稳定子空间，ρ ◦ φ 可约。

2. 充分性已证。设 ρ ◦ φ 可约，U 6 V 是非平凡的 H 稳定子空间。对 g ∈ G，存在 h ∈ H 使得 g = φ(h)。

ρ(g)(u) = ρ(φ(h))(u) = (ρ ◦ φ)(h)(u) ∈ U

故 U 是非平凡的 G 稳定子空间，ρ 可约。

推论 3.10

ρ : G/N → GL(V ) 是既约表示当且仅当它的提升 ρ̇ : G→ GL(V ) 是既约表示。

Proof. 注意到 π : G� G/N 是满同态，利用引理 3.9 即得。

定理 3.11. 一维既约表示的数量

设 k 是代数闭域，G 是有限群。那么 G 有 [G : G′] 个互不同构的一维既约表示。

Proof. 注意到 G/G′ 是 Abel 群，由命题 3.1，每个单 k[G/G′] 模都是一维的。由 Maschke 定理和 Artin-Wedderburn 定理，
k[G/G′] 有直和分解:

k[G/G′] ∼=
r⊕

i=1

Vi

其中每个 Vi 都是一维的单 k[G/G′] 模。每个不可约表示 ρi : G/G′ → GL(Vi) 都能提升到 ρ̇i : G → GL(V )，由
ρ̇i(g) := ρi(gG

′) 给出。显然 ρ̇1, ..., ρ̇r 是互不同构的 G 的既约表示，于是 G 至少有 dim[G/G′] = [G : G′] 个互不同
构的一维不可约表示。
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另一方面，设 ρ : G → GL(V ) 是一个一维的既约表示。则 GL(V ) ∼= k× 是个 Abel 群，于是 ρ 诱导了群同态
ρ : G/G′ → GL(V )，存在某个 k[G/G′] 模同构 V ∼= Vi。我们就证明了 G 恰好有 [G : G′] 个互不同构的一维不可约表
示。

4 表示的直和，对偶与张量积

在本章中，我们通过向量空间的一些构造，从原有的表示得到新的表示。照例 G 指代有限群，k 指代基域。

下面我们定义表示的直和，对偶和张量积，以给出向量空间上的 G 作用的方式。注意到群作用 G× V → V 在 V 上定义了
左 k[G] 模结构当且仅当这个群作用是 k 线性的。

定义 4.1. 表示的直和

设 V 和 W 是 k[G] 模。向量空间外直和 V ⊕W 上可以定义 k[G] 模结构如下：对于 g ∈ G，v ∈ V，w ∈W，

g · (v, w) := (g · v, g · w)

V ⊕W 上提供的 G 的表示称为 V,W 上提供的表示的直和。

定义 4.2. 表示的对偶

设 V 是 k[G] 模。对偶空间 V ′ 上可以定义 k[G] 模结构如下：对于 g ∈ G，v ∈ V，φ ∈ V ′，

(g · φ)(v) := φ
(
g−1 · v

)
V ′ 上提供的 G 的表示称为 V 上提供的表示的对偶表示。

定义 4.3. 表示的张量积

设 V 和 W 是 k[G] 模。k 上的张量积空间 V ⊗k W 上可以定义 k[G] 模结构如下：对于 g ∈ G，v ∈ V，w ∈W，

g · (v ⊗k w) := (g · v)⊗k (g · w)

V ⊗k W 上提供的 G 的表示称为 V,W 上提供的表示的张量积。

注. 注意表示的张量积是左 k[G] 模 V ⊗k W，不是 V ⊗k[G] W。因为 V 未必是右 k[G] 模，所以 V ⊗k[G] W 未必是左 k[G]

模。

命题 4.4

设 V 和 W 是 k[G] 模。则 Homk(V,W ) 上有 k[G] 模结构，由如下方式给出：对于 g ∈ G，v ∈ V，f ∈ Homk(V,W )，

(g · f)(v) = g · f
(
g−1 · v

)
Proof. 注意到向量空间的自然同构：Homk(V,W ) ∼= V ′ ⊗k W。利用对偶表示和张量积表示的定义即可得到结果。

接下来我们设 char k 6= 2，研究左 k[G] 模 V ⊗ V 的直和分解。
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定义 4.5. 对称方空间，交错方空间

设 char k 6= 2，V 是 k 向量空间。考虑 V ⊗k V 的如下子空间：

• S2 V :=

{
1

2
(v ⊗k w + w ⊗k v) : v, w ∈ V

}
，称为 V 的对称方空间；

•
∧2

V :=

{
1

2
(v ⊗k w − w ⊗k v) : v, w ∈ V

}
，称为 V 的交错方空间。

引理 4.6

设 char k 6= 2，V 是 k 向量空间，dimV = n。则 dim S2 V =
1

2
n(n+ 1)，dim

∧2
V =

1

2
n(n− 1)。

Proof. 这是线性代数知识。注意到若 {e1, ..., en} 是 V 的一组基，那么
{
1

2
(ei ⊗k ej + ej ⊗k ei) : 1 6 i 6 j 6 n

}
是 S2 V 的

一组基，
{
1

2
(ei ⊗k ej − ej ⊗k ei) : 1 6 i < j 6 n

}
是
∧2

V 的一组基。

命题 4.7

设 char k 6= 2，V 是 k[G] 模。V ⊗k V 能分解成 k[G] 子模的直和：V ⊗ V ∼= S2 V ⊕
∧2

V。

Proof. 考虑 2 阶置换群 S2 = {e, σ}。k[S2] 上有中心正交幂等元 e1 =
1 + σ

2
和 e2 =

1− σ

2
。它们给出了 k[S2] 到双边理想

的分解：
k[S2] = k[S2]e1 ⊕ k[S2]e2 = ke1 ⊕ ke2

对于任意 k[S2] 模 M，有对应的分解：

M = e1M ⊕ e2M = {m ∈M : σ ·m = m} ⊕ {m ∈M : σ ·m = −m}

S2 在 V ⊗k V 上有线性作用：对 v, w ∈ V，
σ · (v ⊗k w) = w ⊗k v

于是 V ⊗k V 也是 k[S2] 模，有

V ⊗k V = e1(V ⊗k V )⊕ e2(V ⊗k V ) = S2 V ⊕ ∧2V

注意到 S2 和 G 在 V ⊗k V 上的作用是可交换的，因此 V ⊗k V 的 k[S2] 子模 S2 V 和
∧2

V 同时也是 k[G] 子模。

把这个构造推广到 Sn 作用于 V ⊗n 上，即可以把 V ⊗n 分解成 k[G] 子模 Sλ(V ) 的直和，其中每个 λ 都是 Sn 的一个既约表
示。这个构造 V 7→ Sλ(V ) 称为 Schur 函子。（我们讲义在这个提了一下，我也不知道这是个什么有趣的东西......）

5 特征标理论

5.1 基本性质
我们进入有限群表示论的核心——特征标理论。我们会发现，有限群 G 的表示可以被很少的一点信息所唯一决定，这就是
群的特征标。当我们谈及特征标时，表示的基域永远是复数域 C。

定义 5.1. 特征标

设 ρ : G→ GL(V ) 是群 G 的一个复表示。ρ 的特征标是函数 χρ : G→ C，

χρ(g) = tr ρ(g)

特征标 χρ 的次数就是表示 ρ 的次数。

对于 C[G] 模 V，我们也用 χV 表记 V 上提供的 G 的复表示的特征标。
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定义 5.2. 类函数

若函数 f : G→ C 满足
∀ g, h ∈ G f

(
h−1gh

)
= f(g)

则称 f 为 G 的一个类函数。换言之，类函数是在每个共轭类上等于常数的函数。全体类函数构成的 C 代数记为 𝒞(G)。

引理 5.3

设 V 是 C[G] 模。则特征标 χV 是类函数。

Proof. 设 ρ : G→ GL(V ) 是 V 上提供的表示。注意到 g, h ∈ G 共轭当且仅当 ρ(g), ρ(h) ∈ GL(V ) 相似。并且注意到线性变
换的迹是相似不变量。

接下来给出一些特征标的性质。

命题 5.4

设 G 是有限群，ρ : G→ GL(V ) 是一个有限维表示。

1. χρ(eG) = dimV；

2. χρ(g) = χρ(eG) 当且仅当 g ∈ ker ρ；

3. 若 dimV = 1，则 χρ 是一个群同态。

Proof. 1. χρ(eG) = tr ρ(eG) = tr idV = dimV。

2. 充分性显然。证必要性：设 g ∈ G 满足 χρ(g) = χρ(eG)。设 λ1, ..., λn 是计重数的 ρ(g) 的全部本征值。因为
|G| <∞，由 Lagrange 定理 g 的阶数 o(g) <∞。而 ρ(g)o(g) = idV 表明

λ
o(g)
1 = · · · = λo(g)

n = 1

故 λ1, ..., λn 都是单位根。此外，

|χρ(g)| = | tr ρ(g)| =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

λi

∣∣∣∣∣ 6
n∑

i=1

|λi| = n = |χρ(eG)| = |χρ(g)|

因此中间的不等号取为等号，有 λ1 = · · · = λn = 1。ρ(g) 只有唯一的本征值 1，因此 ρ(g) = idV。

3. 对 dimV = 1，tr ρ(g) = ρ(g)，因此 χρ = ρ，是群同态。

对群代数 C[G] 用 Artin-Wedderburn 定理做直和分解，可得如下推论

推论 5.5

设 G 是有限群。χ1, ..., χr 是 G 的全部互异既约表示给出的特征标。那么有

|G| =
r∑

i=1

χi(eG)
2

Proof. 由定理 2.18，

|G| =
r∑

i=1

(dimVi)
2

其中 V1, ..., Vr 是全部互异的单 C[G] 模。由命题 5.4.1，dimVi = χi(eG)。

由于 C 是代数闭域，C 上向量空间 V 的线性变换恰好有 dimV 个本征值（计重数）。而线性变换的迹等于这些本征值的和。
利用这个结论，我们能得到特征标的如下信息：
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命题 5.6

设 G 是有限群，V,W 是有限维 C[G] 模。有如下结论：

1. 对 g ∈ G，有 χV

(
g−1

)
= χV (g)；

2. χV ′ = χV；

3. χV⊕W = χV + χW；

4. χV⊗CW = χV χW；

5. χHomC(V,W ) = χV χW；

6. 对 g ∈ G，有 χS2 V =
1

2

(
χV (g)

2 + χV

(
g2
))
；

7. 对 g ∈ G，有 χ∧2 V =
1

2

(
χV (g)

2 − χV

(
g2
))
。

Proof. 首先固定 g ∈ G。由于涉及的空间较多，我们用 gV 表达 g 通过表示 ρ : G→ GL(V ) 在 V 上的作用。由于 |G| <∞，
由 Lagrange 定理 o(g) = n < ∞。则 gnV = idV。p(x) = xn − 1 ∈ C[x] 是 ρ(g) 的零化多项式。注意到 p 的形式导数
p′(x) = nxn−1 与 p 在 C[x] 中互素，于是 p 无重根。而 gV 的极小多项式 m 整除 p，因此也无重根。线性代数知识
告诉我们 gV 是可对角化的。

我们可以固定一组由 gV 的本征向量 {v1, ..., vn} 构成的 V 的基。设 λ1, ..., λn 是对应的本征值。则特征标 χV (g) =
n∑

i=1

λi。

1. ρ
(
g−1

)
= g−1

V 的本征值是 λ−1
1 , ..., λ−1

n 。在命题 5.4的证明中我们说明了 λ−1
1 , ..., λ−1

n 都是单位根，因此 λ−1
i = λi。

于是

χV

(
g−1

)
= tr g−1

V =

n∑
i=1

λ−1
i =

n∑
i=1

λi =

n∑
i=1

λi = χV (g)

2. 设 {f1, ..., fn} 是 {v1, ..., vn} 的对偶基。g 在其上的作用为

(g · fi)(vj) = fi(ρ(g)
−1(vj)) = fi(λ

−1
j vj) = λ−1

i δij = λifi(vj) =⇒ g · fi = λifi

于是 gV ′ ∈ EndC(V
′) 有本征值 λ−1

1 , ..., λ−1
n 。剩下的步骤与 1 相同。

3. 设 {w1, ..., wm} 是一组由 gW 的本征向量构成的 W 的基，η1, ..., ηm 是对应的本征值。于是
{v1, ..., vn, w1, ..., wm} 是 V ⊕W 的一组基，且 gV⊕W (vi) = λivi 以及 gV⊕W (wi) = ηi。有

χV⊕W (g) = tr gV⊕W =

n∑
i=1

λi +

m∑
i=1

ηi = χV (g) + χW (g)

4. 设 {w1, ..., wm} 是一组由 gW 的本征向量构成的 W 的基，η1, ..., ηm 是对应的本征值。于是 {vi ⊗C wj : 1 6 i 6
n, 1 6 j 6 m} 是 V ⊗C W 的一组基，且 gV⊗CW (vi ⊗C wj) = λiηjvi ⊗C wj。于是

χV⊗CW (g) = tr gV⊗CW =

n∑
i=1

m∑
j=1

λiηj = χV (g)χW (g)

5. 利用自然同构 HomC(V,W ) ∼= V ′ ⊗C W 和 2,4 的结论。

6 & 7. 利用引理 4.6 的证明中给出的 S2 V 和
∧2

V 的基，我们有

χS2V (g) =

n∑
i=1

i∑
j=1

λiλj =
1

2

 n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj +

n∑
i=1

λ2i

 =
1

2

(
χV (g)

2 + χV

(
g2
))

χ∧2 V (g) =

n∑
i=2

i−1∑
j=1

λiλj =
1

2

 n∑
i=1

n∑
j=1

λiλj −
n∑

i=1

λ2i

 =
1

2

(
χV (g)

2 − χV

(
g2
))

15



5.2 行正交关系
本节的核心之一是证明有限群 G 的两个表示同构当且仅当它们的特征标相等，这是行正交关系的一个推论。首先我们注意
到类函数的集合 𝒞(G) 是 C 上的向量空间，我们能在其上定义一个内积 〈−,−〉 : 𝒞(G)×𝒞(G) → C

∀φ,ψ ∈ 𝒞(G) 〈φ,ψ〉 := 1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g)

容易验证这符合复内积空间上内积的定义。

定义 5.7. 不变子模

设 V 是 C[G] 模，V 的不变子模定义为

V G := {v ∈ V : ∀ g ∈ G g · v = v}

换言之，对于所有 G 作用平凡的 V 的子模，V G 是其中的最大者。a

a这句话的英文是：V G is the largest submodule of V on which G acts trivially. 我语文水平有限不知如何通顺翻译......

引理 5.8. 不动点公式

设 G 是有限群，V 是有限维 C[G] 模。那么有

dimV G =
1

|G|
∑
g∈G

χV (g) = 〈χ1, χV 〉

其中 χ1 是 G 的既约平凡表示 1G 提供的特征标。

Proof. 考虑 C[G] 的主幂等元：
e :=

1

|G|
∑
g∈G

g ∈ C[G]

容易验证 ge = eg = e 对任意 g ∈ G 成立，以及 e2 = e。V 有直和分解 V = e · V ⊕ (1− e) · V。我们要证 e · V = V G：

对 g ∈ G，有 g · (e · v) = ge · v = e · v。于是 e · V 6 V G。另一方面，对 v ∈ V G，有 |G|e · v =
∑
g∈G

g · v = |G|v，于是

v = e · v ∈ e · V。故 V G 6 e · V。

设 ρ : G → GL(V ) 是 V 上提供的表示，eV ∈ EndC(V ) 是 e 在 V 上的作用。eV 有唯一的本征值 1，代数重数等于
im eV 的维数。于是有

dimV G = dim(e · V ) = dim im eV = tr eV =
1

|G|
∑
g∈G

tr ρ(g) = 1

|G|
∑
g∈G

χV (g)

引理 5.9

设 V,W 是有限维 C[G] 模。则

1. HomC[G](V,W ) = HomC(V,W )G；

2. 〈χV , χW 〉 = dim HomC[G](V,W )。

Proof. 1. 对 f ∈ HomC(V,W )：

f ∈ HomC(V,W )G ⇐⇒ ∀ g ∈ G ∀ v ∈ V (g · f)(g−1 · v) = f(v)

⇐⇒ ∀ g ∈ G gW ◦ f = f ◦ gV
⇐⇒ f ∈ HomC[G](V,W )
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2. 利用不动点公式和命题 5.6.5，有

dim HomC[G](V,W ) = dim HomC(V,W )G =
1

|G|
∑
g∈G

χHomC(V,W )(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χV (g)χW (g) = 〈χV , χW 〉

定理 5.10. 行正交关系

设 G 是有限群，V,W 是单 C[G] 模。则它们提供的特征标满足

〈χV , χW 〉 =

{
1 χV = χW

0 χV 6= χW

Proof. 由于 V,W 是单模，由 Schur 引理与引理 2.1，我们知道

dim HomC[G](V,W ) =

{
1 V ∼=W

0 V 6∼=W

若 χV 6= χW，则 V 6∼=W。于是引用前一个引理我们得到

〈χV , χW 〉 = dim HomC[G](V,W ) = 0

若 χV = χW，则

〈χV , χW 〉 = 1

|G|
∑
g∈G

|χV (g)|2 > (dimV )
2

|G|
> 0

而 〈χV , χW 〉 ∈ {0, 1}，于是只能有 〈χV , χW 〉 = 1。

推论 5.11

G 的既约特征标构成了 𝒞(G) 的一组标准正交基。

Proof. 设 χ1, ..., χr 是 G 的全部互异特征标。行正交关系告诉我们这些特征标构成 𝒞(G) 的一个标准正交组。另一方面，假
设 C1, ..., Cs 是 G 的共轭类，则容易验证 {1C1 , ..., 1Cs} 构成 𝒞(G) 的一组基。于是 dim𝒞(G) = s。由推论 2.12 知
r = s。于是 {χ1, ..., χr} 是标准正交基。

行正交关系导出了一个很强的结论：G 的表示能被既约特征标的信息所唯一决定。

推论 5.12

设 V,W 是有限维 C[G] 模。则模同构 V ∼=W 当且仅当 χV = χW。

Proof. 必要性显然。证充分性：设 V1, ..., Vr 是全部互不同构的单 C[G] 模，χ1, ..., χr 是对应的特征标。考虑 V 的 Artin-
Wedderburn 分解：

V ∼=
r⊕

i=1

V ai
i

利用命题 5.6.3，特征标有对应关系

χV =

r∑
i=1

aiχi

我们用行正交关系能得到 ai = 〈χV , χi〉。对于 W 的 Artin-Wedderburn 分解：

W ∼=
r⊕

i=1

V bi
i

我们立刻从 χV = χW 得到 ai = bi，故 V ∼=W。
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5.3 列正交关系
根据上节的讨论，有限群 G 的表示的所有信息都由 G 的既约特征标在共轭类上的取值所给出。这些信息可以写成一张表格
的形式：

定义 5.13. 特征标表

设 G 是有限群，共轭类为 C1, ..., Cs。我们在每个共轭类中取一个代表元素 gi ∈ Ci。设 χ1, ..., χr 是 G 的全部互异既约
特征标。从推论 2.12 知 r = s，故我们能写出一个方阵 W = {χi(gj)}ri,j=1，称为 G 的特征标表。

这样，行正交关系告诉我们，W 的行向量是相互正交的，这也是定理名称的来源。除了行正交关系，我们还有列正交关系。
为了表述列正交关系，我们固定一些记号：

定义 5.14. 共轭类，中心化子

设 G 是有限群，g ∈ G。

1. g 的共轭类记为 gG := {h−1gh : h ∈ G}；

2. g 的中心化子记为 CG(g) := {h ∈ G : gh = hg}。

考虑 G 对自身的共轭作用，由轨道-稳定子定理我们知道 |G| =
∣∣gG∣∣ · |CG(g)|。

定理 5.15. 列正交关系

设 G 是有限群，χ1, ..., χr 是 G 的全部互异既约特征标。对 g, h ∈ G，有

r∑
i=1

χi(g)χi(h) =

{
|CG(g)| g与h共轭
0 其它情况

Proof. 采用定义 5.13 的记号。注意到特征标表 W 不是幺正矩阵，因为在行正交关系中我们有一个 |G|−1 的因子。为此我
们定义

xij :=

√
|Cj |
|G|

χi(gj), X := {xij}ri,j=1

我们可以验证 X 是幺正矩阵：

r∑
k=1

xikxjk =

r∑
k=1

|Ck|
|G|

χi(gk)χj(gk) =
1

|G|
∑
x∈G

χi(x)χj(x) = 〈χi, χj〉 = δij

最后一个等式是行正交关系。于是 XXᵀ = I，X 是幺正矩阵。从 X
ᵀ
X = I 可得：

δij =

r∑
k=1

xkixkj =

r∑
k=1

√
|Ci| · |Cj |
|G|

χk(gi)χk(gj)

于是
r∑

k=1

χk(gi)χk(gj) =
|G|√

|Ci| · |Cj |
δij =

|G|
|Ci|

δij = |CG(gi)| δij

特征标 χ : G → C 可以直接线性地扩充到群代数 C[G] 上，我们仍记作 χ : C[G] → C。给定群代数 C[G] 的一个元素
x =

∑
g∈G

agg，列正交关系的一个应用是利用 G 的既约特征标给出系数 ag 的表达。
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命题 5.16. 反演公式

设 G 是有限群，χ1, ..., χr 是 G 的全部互异既约特征标。对于 x =
∑
g∈G

agg ∈ C[G]，有

ag =
1

|G|

r∑
i=1

χi(xg
−1)χi(eG)

Proof. 我们直接计算：

r∑
i=1

χi(xg
−1)χi(eG) =

r∑
i=1

∑
h∈G

ahχi(hg
−1)χi(eG) =

∑
h∈G

ah

(
r∑

i=1

χi(hg
−1)χi(eG)

)

注意到 eG 的共轭类就是 {eG}，利用列正交关系，有

∑
h∈G

ah

(
r∑

i=1

χi(hg
−1)χi(eG)

)
= ag

r∑
i=1

χi(eG)χi(eG) = ag|G|

回忆第三章中，命题 3.1 证明了每个有限 Abel 群的既约复表示都是一维的。对于一维复表示，表示 ρ : G → C 就是特征标
χ : G→ C。而定理 3.6 表明 G 同构于它全体既约特征标构成的群 Ĝ。下面我们用 g 7→ χg 指代这个同构。

推论 5.17. Abel 群的反演公式

设 G 是有限 Abel 群，对于 x =
∑
g∈G

agg ∈ C[G]，有

ag =
1

|G|

r∑
h∈G

χh(g)χh(x)

Proof. G的特征标都是群同态，扩展到 C[G]上则是 C代数同态。因此由命题 5.6，χh(xg
−1) = χh(x)χh(g

−1) = χh(x)χh(g)。
另外对一维表示 ��χh(eG) = 1。代入反演公式即得到 �� 果。

有限 Abel 群上的类函数空间 𝒞(G) 就是全体 G→ C 的函数。反演公式使我们能够仿照泛函分析，定义一个离散的 Fourier
变换：

定义 5.18. 有限 Abel 群上的 Fourier 变换

设 G 是有限 Abel 群。对函数 f : G→ C，我们定义它的 Fourier 变换：

ℱ[f ](g) = f̂(g) :=
√
|G| 〈f, χg〉 =

1√
|G|

∑
x∈G

f(x)χg(x)

对于有限 Abel 群，列正交关系可以写成：

∀x, y ∈ G
∑
g∈G

χg(x)χg(y) = |G|δxy

容易看出 ℱ 有逆变换：

ℱ−1[f̂ ](x) = f(x) =
1√
|G|

∑
g∈G

f̂(g)χg(x)

和通常的 Fourier 变换一样，我们给出的变换 ℱ 是 𝒞(G) 上的一个幺正变换，也即满足下面的等式：
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命题 5.19. Parseval-Plancherel 等式

设 G 有限 Abel 群。函数 f1, f2 ∈ 𝒞(G) 和它们的 Fourier 变换 f̂1, f̂2 ∈ 𝒞(G) 满足∑
g∈G

f̂1(g)f̂2(g) =
∑
x∈G

f1(x)f2(x)

Proof. 利用列正交关系直接计算：

∑
g∈G

f̂1(g)f̂2(g) =
∑
g∈G

(
1√
|G|

∑
x∈G

f1(x)χg(x)

) 1√
|G|

∑
y∈G

f2(y)χg(y)


=
∑
x∈G

∑
y∈G

f1(x)f2(y)

 1

|G|
∑
g∈G

χg(x)χg(y)


=
∑
x∈G

∑
y∈G

f1(x)f2(y)δxy =
∑
x∈G

f1(x)f2(x)

5.4 特征标表
行正交关系与列正交关系联合使用，可以快速得到一些低阶群的完整特征标表。我们不打算给出具体算法，仅列出两个常见
低阶群的特征标表：

例 5.20. 置换群 S4 的特征标表

S4 有 5 个共轭类，因此有 5 个互异的既约特征标。其中 3 个可以从已知的 S3
∼= S4/V4 的 3 个表示 1, ϵ,W 提升得到；

最后两个可以从列正交关系得到。

1 是 S3 的平凡表示；ϵ 是一维的符号表示，即奇置换映射到 −1 ∈ C 而偶置换映射到 1 ∈ C；W 是 S3 在 C3 上的置换
表示的一个二维 C[S3] 子模：W = {a1x1 + a2x2 + a3x3 : a1 + a2 + a3 = 0}。

完整特征标表如下：

S4 e (12) (12)(34) (123) (1234)∣∣gG∣∣ 1 3 8 6 6
|CG(g)| 24 8 3 4 4

1̃ 1 1 1 1 1
ϵ̃ 1 -1 1 1 -1
χ̃W 2 0 2 -1 0
χ4 3 1 -1 0 -1
χV 3 -1 -1 0 1

例 5.21. 四元数群 Q8 的特征标表

Q8 有 5 个共轭类，其中 4 个可以从 V4 ∼= Q8/C2 的表示提升得到，最后一个用列正交关系计算得到。完整特征标表如
下：

Q8 1 −1 i j k
1̃ 1 1 1 1 1
χ̃2 1 1 1 -1 -1
χ̃3 1 1 -1 1 -1
χ̃4 1 1 -1 -1 1
χ5 2 -2 0 0 0

注. 注意到二面体群 D8 也满足 V4 ∼= D8/C2，这迫使 D8 和 Q8 享有完全相同的特征标表，然而众所周知 D8 6∼= Q8。因此特
征标表不能完全决定有限群的同构类。
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6 诱导表示与限制表示

6.1 诱导模
我们已经看到如果从商群 G/N 的表示提升到 G 的表示。本章考虑如何从子群 H 6 G 的表示得到 G 的表示，也即诱导表
示：

定义 6.1. 诱导模，诱导表示

设 H 是 G 的子群，W 是左 k[H] 模。注意到群代数 k[G] 是 (k[G], k[H]) 双模。于是张量积

IndG
H W := k[G]⊗k[H] W

是左 k[G] 模，称为 W 诱导的 k[G] 模。设 ρ : H → GL(W ) 是 W 上提供的 H 的表示，则 IndG
H W 上提供的 G 的表

示称为诱导表示，并记作 IndG
H ρ。

注. 对于不熟悉非交换环上张量积的读者，IndG
H W 作为 k 上的向量空间可以定义为商空间 (k[G]⊗k W ) /I，其中 I :=

〈{h · v − v : h ∈ H, v ∈ k[G]⊗k W}〉。然后验证 IndG
H W 上有继承自 k[G]⊗k W 的左 k[G] 模结构。

关于 IndG
H W 作为 k 上向量空间的性质，有如下结论：

命题 6.2

设 H 6 G，G 有左陪集分解：G =

m⋃
i=1

xiH，则 IndG
H W 有作为左 k[G] 模的直和分解：

IndG
H W ∼=

m⊕
i=1

(
xik[H]⊗k[H] W

)
特别地，有 dim IndG

H W = [G : H] dimW。

Proof. G 的左陪集分解使得每个 g ∈ G 都能唯一表示成 xih，其中 i ∈ {1, ...,m}，h ∈ H。于是每个 k[G] 的元素都有唯一
的表示： ∑

g∈G

agg =

m∑
i=1

∑
h∈H

axihxih =

m∑
i=1

xi

(∑
h∈H

axihh

)
于是 k[G] 有直和分解：

k[G] =

m⊕
i=1

xik[H]

其中每个 xik[H] 都是 (k[G], k[H]) 双模。于是相应地诱导模有左 k[G] 模同构

IndG
H W = k[G]⊗k[H] W ∼=

m⊕
i=1

(
xik[H]⊗k[H] W

)
更进一步，容易看出如下左 k[H] 模同构：

xik[H]⊗k[H] W ∼= k[H]⊗k[H] W ∼=W

每个左 k[G] 模同构和左 k[H] 模同构同时也是 k 线性同构。综合起来我们得到线性同构：

IndG
H W ∼=

m⊕
i=1

W

于是维数满足
dim IndG

H W = mdimW = [G : H] dimW
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命题 6.3. 诱导表示的传递性

设 H 6 L 6 G。对 k[H] 模 W，有 k[G] 模同构：

IndG
L IndL

H W ∼= IndG
H W

Proof. 由张量积的性质，易见如下 k[G] 模同构：

IndG
L IndL

H W = k[G]⊗k[L]

(
k[L]⊗k[H] W

) ∼= (k[G]⊗k[L] k[L]
)
⊗kH W ∼= k[G]⊗k[H] W = IndG

H W

定义 6.4. 限制表示

设 H 是 G 的子群，U 是 k[G] 模。则 U 上有自然的 k[H] 模结构，记作 ResGH U。而 ResGH U 上 H 的表示称为限制表
示。

下面的定理揭示了诱导表示与限制表示的对称关系：

定理 6.5. 诱导是限制的左伴随

设 H 6 G。诱导函子 IndG
H : k[H]-Mod → k[G]-Mod 是限制函子 ResGH : k[G]-Mod → k[H]-Mod 的左伴随。具体说，对

任意左 k[H] 模 W 和左 k[G] 模 U，有 k 线性同构：

Homk[G]

(
IndG

H W, U
)
∼= Homk[H]

(
W, ResGH U

)
Proof. 定义 Φ : Homk[G]

(
IndG

H W, U
)
→ Homk[H]

(
W, ResGH U

)
：对 w ∈W 和 α ∈ Homk[G]

(
IndG

H W, U
)
，

Φ(α)(w) := α(eG ⊗k[H] w)

经如下复合映射可知 Φ(α) 是左 k[H] 模同态：

W ResGH IndG
H W ResGH U

w eG ⊗k[H] w α
(
eG ⊗k[H] w

)
故 Φ 是良定的。

定义 Ψ : Homk[H]

(
W, ResGH U

)
→ Homk[G]

(
IndG

H W, U
)
：对 β ∈ Homk[H]

(
W, ResGH U

)
和初等张量 g ⊗k[H] w ∈

IndG
H W，

Ψ(β)(g ⊗k[H] w) := g · β(w)
易见 Ψ(β) 是良定的左 k[G] 模同态，故 Ψ 是良定的。

最后我们验证 Φ 与 Ψ 互逆，从而完成证明。

Ψ ◦ Φ(α)(g ⊗k[H] w) = g · Φ(α)(w) = g · α(eG ⊗k[H] w) = α(g ⊗k[H] w) =⇒ Ψ ◦ Φ(α) = α

Φ ◦Ψ(β)(w) = Ψ(β)(eG ⊗k[H] w) = eG · β(w) = β(w) =⇒ Φ ◦Ψ(β) = β

注. 这个定理也能从张量积的性质直接得到。我们熟知张量积函子 k[G]⊗k[H] − 是 Hom 函子 Homk[H](W,−) 的左伴随。故：

Homk[G]

(
IndG

H W, U
)
= Homk[G]

(
k[G]⊗k[H] W, U

) ∼= Homk[H]

(
W,Homk[G](k[G], U)

) ∼= Homk[H]

(
W,ResGH U

)
6.2 诱导特征标
接下来把目光转回特征标，研究特征标的诱导与限制。照例我们只考虑 k = C。

定义 6.6. 诱导特征标，限制特征标

设 H 6 G。

• 设 ψ 是 C[G] 模 V 提供的特征标，限制特征标 ResGH ψ 是 C[H] 模 ResGH V 提供的特征标；

• 设 φ 是 C[H] 模 W 提供的特征标，诱导特征标 IndG
H ψ 是 C[G] 模 IndG

H V 提供的特征标。
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以示区分，我们把类函数空间 𝒞(G) 上的内积记作 〈−,−〉G 而把 𝒞(H) 上的内积记作 〈−,−〉H。

定理 6.5 的内积空间版本如下：

推论 6.7. Frobenius 互反律

设 H 6 G，φ 是 H 的一个特征标，ψ 是 G 的一个特征标。那么有〈
IndG

H φ, ψ
〉
G
=
〈
φ, ResGH ψ

〉
H

换言之，IndG
H : 𝒞(H) → 𝒞(G) 和 ResGH : 𝒞(G) → 𝒞(H) 是互为伴随的线性映射。

Proof. 设 φ 是 C[H] 模 W 提供的特征标，ψ 是 C[G] 模 U 提供的特征标。结合定理 6.5 以及引理 5.9，〈
IndG

H φ, ψ
〉
G
= dim HomC[G](IndG

H W, U) = dim HomC[H](W, ResGH U) =
〈
φ, ResGH ψ

〉
H

接下来我们计算诱导模 IndG
H W 的特征标。

定义 6.8. 零扩展

设 H 6 G，R 是任意环。对于映射 φ : H → R，定义它在 G 上的零扩展为映射 φ◦ : G→ R，

φ◦(g) =

{
φ(g) g ∈ H

0 g ∈ G \H

引理 6.9

设 H 6 G，W 是有限维 k[H] 模。固定 G 的左陪集分解 G =

m⋃
i=1

xiH，以及 W 的一组基 {w1, ..., wn}。那么 IndG
H W

有基 {
xi ⊗k[H] wj : i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., n}

}
设 ρ : H → GL(W ) 是 W 提供的表示，则其诱导表示在这组基上能表示成分块矩阵

IndG
H ρ(g) =

ρ
◦(x−1

1 gx1) · · · ρ◦(x−1
1 gxm)

...
...

ρ◦(x−1
m gx1) · · · ρ◦(x−1

m gxm)


Proof. 命题 6.2 表明

{
xi ⊗k[H] wj

}
是 IndG

H W 的一组基。

固定 g ∈ G，注意到 g 作用在商集 G/H 是一个置换。对 i ∈ {1, ...,m}，存在 g · i ∈ {1, ...,m} 和 h ∈ H 使得
gxi = xg·ih。有

IndG
H ρ(g)

(
xi ⊗k[H] wj

)
= g ·

(
xi ⊗k[H] wj

)
= xg·ih⊗k[H] wj = xg·i ⊗k[H] h · wj

= xg·i ⊗k[H] ρ(h)(wj) = xg·i ⊗k[H] ρ
(
x−1
g·igxi

)
(wj)

设在基 {w1, ..., wn} 上有 ρ(h) = {aij(h)}ni,j=1。于是

xg·i ⊗k[H] ρ
(
x−1
g·igxi

)
(wj) =

n∑
ℓ=1

aℓj
(
x−1
g·igxi

)
xg·i ⊗k[H] wℓ

注意到 x−1
s gxi ∈ H 当且仅当 s = g · i，于是

n∑
ℓ=1

aℓj
(
x−1
g·igxi

)
xg·i ⊗k[H] wℓ =

n∑
ℓ=1

m∑
s=1

a◦ℓj
(
x−1
s gxi

)
xs ⊗k[H] wℓ =

m∑
s=1

ρ◦
(
x−1
s gxi

)
xs ⊗k[H] wj
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于是 IndG
H ρ(g) 有分块对角矩阵

IndG
H ρ(g) =

ρ
◦(x−1

1 gx1) · · · ρ◦(x−1
1 gxm)

...
...

ρ◦(x−1
m gx1) · · · ρ◦(x−1

m gxm)


特别地，这个分块矩阵每行每列都只有一个子矩阵非零。

定理 6.10. IndG
H W 的特征标

设 H 6 G，W 是有限维 C[H] 模。那么对 g ∈ G，有

IndG
H χW (g) =

1

|H|
∑
x∈G

χ◦
W

(
x−1gx

)

Proof. 利用引理 6.9 给出的矩阵，有

IndG
H χW (g) = tr IndG

H ρ(g) =

m∑
i=1

tr ρ◦
(
x−1
i gxi

)
=

m∑
i=1

χ◦
W

(
x−1
i gxi

)
因为 χ◦

W 是类函数，
m∑
i=1

χ◦
W

(
x−1
i gxi

)
=

1

|H|

m∑
i=1

∑
h∈H

χ◦
W

(
(xih)

−1gxih
)
=

1

|H|
∑
x∈G

χ◦
W

(
x−1gx

)

推论 6.11

设 H 6 G。对 g ∈ G，设 h1, ..., hℓ 是 gG ∩H 6 H 中共轭类的代表元，即 gG ∩ H =

ℓ⋃
i=1

hHi 。那么对于任意有限维

C[H] 模 W，有

IndG
H χW (g) = [G : H]

ℓ∑
i=1

|hHi |
|gG|

χW (hi)

Proof. 考虑集合
S = {x ∈ G : x−1gx ∈ H} =

⋃
y∈gG∩H

{g ∈ G : x−1gx = y}

对固定的 y = x−1
0 gx0，注意到有双射 CG(g) → {g ∈ G : x−1gx = y}，x 7→ xx0。于是由定理 6.10，

|H| IndG
H χW (g) =

∑
x∈G

χ◦
W (x−1gx) =

∑
x∈S

χW (x−1gx) =

ℓ∑
i=1

∑
y∈hH

i

|CG(g)|χW (y) = |CG(g)|
ℓ∑

i=1

|hHi |χW (hi)

由轨道-稳定子定理，|CG(g)| = |G|/|gG|，于是

IndG
H χW (g) = [G : H]

ℓ∑
i=1

|hHi |
|gG|

χW (hi)

6.3 Mackey 既约准则
本节中我们研究诱导模 IndG

H W 是单模的充分必要条件。

定义 6.12. 扭映射

设 H 6 G，ρ : H → GL(W ) 是 H 在 W 上的一个表示。对于 H 的共轭子群 xHx−1，我们定义 ρ 的扭映射
ρx : xHx−1 → GL(W )，ρx(g) := ρ(x−1gx)。于是 ρx 是 xHx−1 在 W 上的一个表示，我们把这个 W 上的 k[xHx−1]

模结构记为 Wx。

对于 H 的特征标 χ : H → C，χx(g) := χ(x−1gx) 是 xHx−1 的一个特征标。
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固定 G 的一个子群 K，我们注意到 g ∈ K ∩ xHx−1 当且仅当 x = gxh−1 ∈ KxH。我们考虑 G 的一个 (K,H) 双陪集划
分：

G =

m⋃
i=1

KxiH

我们有如下定理：

定理 6.13

设 H,K 是 G 的子群，x1, ..., xm 是 G 的 (K,H) 双陪集划分的代表元，Ki := K ∩ xiHx−1
i ，W 是 k[H] 模。令 Wi 是

按照定义 6.12 给出的 k[xiHx
−1
i ] 模。那么有 k[K] 模同构：

ResGK IndG
H W ∼=

m⊕
i=1

IndK
Ki

ResxiHx−1
i

Ki
Wi

Proof. 先固定一个 Ki，对于 y, ỹ ∈ K，注意到

yKi = ỹKi ⇐⇒ y−1ỹ ∈ Ki = K ∩ xiHx−1
i ⇐⇒ yxiH = ỹxiH

若 K 对应每个 Ki 有左陪集分解 K =

ir⋃
j=1

yijKi，那么 G 有左陪集分解 G =

m⋃
i=1

ri⋃
j=1

yijxiH。按照命题 6.2 给出诱导

模的分解：

IndG
H W =

m⊕
i=1

ri⊕
j=1

yijxik[H]⊗k[H] W, IndK
Ki

ResxiHx−1
i

Ki
Wi =

ri⊕
j=1

yijk[Ki]⊗k[Ki] Wi

由于 W 是 k[H] 模，xiW 有自然的 k[xiHx
−1
i ] 模结构，由 xihx

−1
i · xiw = xih · w 给出；且易见 w 7→ xiw 给出了

k[xiHx
−1
i ] 模同构 Wi

∼= xiW。

注意到有 k[K] 模同构：

yijxik[H]⊗k[H] W yijxi ⊗k[H] W yij ⊗k[Ki] xiW yijk[Ki]⊗k[Ki] xiW yijk[Ki]⊗kKi
Wi

∼= ∼= ∼= ∼=

因此有 k[K] 模同构

ResGK IndG
H W ∼=

m⊕
i=1

IndK
Ki

ResxiHx−1
i

Ki
Wi

定理 6.13 的特征标版本如下：

推论 6.14

设 k = C，延续定理 6.13 的记号。设 φ 是 H 的一个特征标，ψ 是 K 的一个特征标，那么有：

1. ResGK IndG
H φ =

m∑
i=1

IndK
Ki

ResxiHx−1
i

Ki
φxi；

2.
〈

IndG
H φ, IndG

K ψ
〉
G
=

m∑
i=1

〈
ResxiHx−1

i

Ki
φxi , ResKKi

ψ
〉
Ki

。

Proof. 1. 把定理 6.13 的结论传递到特征标上即可。

2. 利用 Frobenius 互反律，有〈
IndG

H φ, IndG
K ψ

〉
G
=
〈

ResGK IndG
H φ, ψ

〉
K

=

m∑
i=1

〈
IndK

Ki
ResxiHx−1

i

Ki
φxi , ψ

〉
K

=

m∑
i=1

〈
ResxiHx−1

i

Ki
φxi ,ResKKi

ψ
〉
Ki

现在我们令 K = H，得到本节的主要结论：

25



定理 6.15. Mackey 既约准则

设 H 6 G，x1, ..., xm 是 G 的 (H,H) 双陪集划分的代表元，Hi := H ∩ xiHx−1
i ，χ : H → C 是 H 的一个特征标。则

IndG
H χ 既约当且仅当 χ 既约，并且 ResHHi

χ 与 ResxiHx−1
i

Hi
χxi 正交对 i ∈ {2, ...,m} 成立。

Proof. 利用推论 6.14，

IndG
H χ 既约 ⇐⇒

〈
IndG

H χ, IndG
H χ
〉
G
= 1

⇐⇒
m∑
i=1

〈
ResxiHx−1

i

Hi
χxi , ResHHi

χ
〉
Hi

= 1

⇐⇒ 〈χ, χ〉 = 1 ∧ ∀ i ∈ {2, ...,m}
〈

ResxiHx−1
i

Hi
χxi , ResHHi

χ
〉
Hi

= 0

⇐⇒ χ 既约 ∧ ∀ i ∈ {2, ...,m} ResxiHx−1
i

Hi
χxi 与ResHHi

χ 正交

最后我们考虑正规子群 N ▹ G，此时有 NgN = gN，每个 N 的共轭子群都是 N 自身。

引理 6.16

设 H 6 G，χ : H → C 是 H 的一个特征标。对 x ∈ G，有

〈χx, χx〉xHx−1 = 〈χ, χ〉H

Proof. 直接计算：

〈χx, χx〉xHx−1 =
1

|xHx−1|
∑

g∈xHx−1

|χx(g)|2 =
1

|xHx−1|
∣∣χ(x−1gx)

∣∣2 =
1

|H|
∑
g∈H

|χ(x)|2 = 〈χ, χ〉H

我们得到如下简单的结论：

推论 6.17

设 N ▹ G，χ : N → C 是 N 的一个特征标。则 IndG
N χ 既约当且仅当 χ 既约，且 χx 6= χ 对于所有 x ∈ G \N 成立。

Proof. 注意到引理 6.16 表明 χ 既约当且仅当 χx 既约，而 χ, χx 都是 N 上的特征标，既约的特征标正交当且仅当它们不相
等，然后应用定理 6.15。

7 应用：Burnside pαqβ 定理

这一章我们研究群表示论的一个应用。我们只考虑 k = C 的情况。

7.1 代数整数
本节给出有限群 G 的既约复表示的次数与群的阶数 |G| 的关系。

定义 7.1. 代数整数

考虑环扩张 Z ⊆ C。Z 上的整元素 z ∈ C 称为代数整数。换言之，α ∈ C 是代数整数当且仅当存在首一多项式 f ∈ Z[x]
使得 f(α) = 0。全体代数整数的集合是 Z 在 C 中的整性闭包，记为 A。

交换代数给出了一个关于代数整数的好用的引理：

引理 7.2

α ∈ C 是代数整数当且仅当存在一个有限生成的 Z 模 M ⊆ C 使得 αM ⊆M。
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Proof. ” =⇒ ”：设 α 是代数整数，存在 f ∈ Z[x] 使得 f(α) = 0。那么 Z[α] ⊆ C 是有限生成 Z 模，由 1, α, ..., αm−1 生成，
其中 m = deg f。显然 αZ[α] ⊆ Z[α]。

” ⇐= ”：设 M 是有限生成的 Z 模使得 αM ⊆M。由中山正引理，存在首一多项式 f ∈ Z[x] 使得 f(α)M = {0}。由
于 M ⊆ C，我们有 f(α) = 0，α 是代数整数。

推论 7.3

代数整数 A 构成 C 的子环。

Proof. 设 x, y ∈ A。注意到 Z[x, y] ⊆ C是有限生成 Z模，且有 (x−y)Z[x, y] ⊆ Z[x, y]，xyZ[x, y] ⊆ Z[x, y]。因此 x−y, xy ∈ A，
A 是 C 的子环。

例 7.4. 代数整数的例子

1. 整数都是代数整数，Z ⊆ A；

2. C 的 n 次单位根是 xn − 1 = 0 的根，因此是代数整数；

3. 容易验证 Z 是整闭整环，因此有理的代数整数就是整数，A ∩Q = Z。

命题 7.5

设 χ 是有限群 G 的一个特征标。那么对于 g ∈ G，χ(g) 是代数整数。

Proof. 设 χ1, ..., χr 是 G 的全部互异既约特征标。那么 χ(g) =

r∑
i=1

aiχi(g)，其中 ai ∈ Z，χi(g) 是 o(g) 次单位根之和，因此

χi(g) ∈ A。由于 A 是 C 的子环，χ(g) ∈ A。

引理 7.6

设 G 是有限群。C1, ..., Cs 是 G 的全部共轭类。考虑命题 2.11 中定义的共轭类和 Ĉ1, ..., Ĉs，它们在 C[G] 中生成的加
性子群 S 是 Z(C[G]) 的子环。

Proof. 由命题 2.11，共轭类和 Ĉ1, ..., Ĉs ∈ Z(C[G])。因此只要证 S 对乘法封闭。固定 i, j ∈ {1, ..., s}，存在 aijk(z) ∈ C 使得

ĈiĈj =

(∑
x∈Ci

x

)∑
y∈Cj

y

 =

s∑
k=1

∑
z∈Ck

aijk(z)z

对 z ∈ Ck 和 g ∈ G，实际上有

aijk(z) = |{(x, y) ∈ Ci × Cj : xy = z}| =
∣∣{(x, y) ∈ Ci × Cj : g

−1xg · g−1yg = g−1zg
}∣∣

=
∣∣{(x, y) ∈ Ci × Cj : xy = g−1zg

}∣∣ = aijk(g
−1zg)

于是 aijk 在共轭类 Ck 上是常数，有

ĈiĈj =

s∑
k=1

aijkĈk ∈ S

故 S 是 Z(C[G]) 的子环。

回忆定理 2.10 的证明中中定义的中心特征标，我们计算共轭类和给出的中心特征标，证明它们实际上都是代数整数：
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命题 7.7

设 V 是单 C[G] 模，g ∈ G。共轭类和 ĝG 在 V 上的作用等价于一个标量：

∀ v ∈ V ĝG · v =
|gG|χV (g)

χV (eG)
· v

更进一步，这个标量是一个代数整数。

Proof. 由于 z := ĝG ∈ Z(C[G])，根据定理 2.10 的证明它在 V 上的作用是一个标量乘法 zV ∈ C。对这个作用求迹，得

tr ĝG =
∑
x∈gG

tr gV = |gG|χV (g) = zV dimV

于是

zV =
|gG|χV (g)

dimV
=

|gG|χV (g)

χV (eG)

下面证 zV ∈ A。设 ρ : G → GL(V ) 是 V 提供的表示，ρ∗ : C[G] → EndC(V ) 是 ρ 扩展的 C 代数同态，并且有
ρ∗(Z(C[G])) ⊆ C。由于 ρ∗ 是环同态，由引理 7.6，ρ∗(S) 是 C 的子环，因此

zV · ρ∗(S) = ĝG · ρ∗(S) ⊆ ρ∗(S)

另外，ρ∗(S) 作为 Z 模是有限生成的，因此由引理 7.2，zV 是代数整数。

定理 7.8. Frobenius 整除性

设 G 是有限群，V 是单 C[G] 模，有 dimV 整除 |G|。

Proof. 设 G 的共轭类为 C1, ..., Cr，代表元为 g1, ..., gr。由行正交关系和命题 5.6.1，

〈χV , χV 〉 =
1

|G|

r∑
i=1

|Ci|χV (gi)χV (gi) =
1

|G|

r∑
i=1

|Ci|χV (g
−1
i )χV (gi) = 1

这个方程可以变形成
r∑

i=1

χV (g
−1
i ) · |g

G
i |χV (gi)

dimV
=

|G|
dimV

利用命题 7.7，命题 7.5，以及 A 是子环，我们发现等式左边是代数整数，而等式右边是有理数。因此 |G|/dimV 是
整数。dimV 整除 |G|。

这个结论可以被进一步改进：

定理 7.9

设 G 是有限群，V 是单 C[G] 模，有 dimV 整除 [G : Z(G)]。

Proof. 首先固定 m ∈ Z+。考虑张量积 V ⊗m，其上可以定义 C[Gm] 模结构，由如下方式给出：

∀ (g1, ..., gm) ∈ Gm ∀ v1 ⊗C · · · ⊗C vm ∈ V ⊗m (g1, ..., gm) · (v1 ⊗C · · · ⊗C vm) := g1 · v1 ⊗C · · · ⊗C gm · vm

容易验证 V 是单 C[G] 模当且仅当 V ⊗m 是单 C[Gm] 模。

考虑 Z(G)m 6 Gm 的子群：
Hm := {(g1, ..., gn) ∈ Z(G)m : g1 · · · gn = 1}

易见 |Hm| = |Z(G)|m−1。

考虑中心特征标 φ : Z(G) → C，我们发现 Hm 在 V ⊗m 上的作用是平凡的：

(g1, ..., gm) · (v1 ⊗C · · · ⊗C vm) = g1 · v1 ⊗C · · · ⊗C gm · vm = φ(g1)v1 ⊗C · · · ⊗C φ(gm)vm

= φ(g1 · · · gm)v1 ⊗C · · · ⊗C vm = v1 ⊗C · · · ⊗C vm
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因此 V ⊗m 的 C[Gm]模结构诱导了一个 C[Gm/Hm]模结构，并且 V ⊗n 仍是单 C[Gm/Hm]模。利用定理 7.8，我们有

(dimV )m = dimV ⊗m | |Gm/Hm| = [G : Z(G)]m|Z(G)|

设 α :=
[G : Z(G)]

dimV
。上式表明对任意 m ∈ Z+，αm 都是 |Z(G)|−1 的整数倍。特别地，有 Z[α] ⊆ 1

|Z(G)|
Z。显然

1

|Z(G)|
Z 是有限生成 Z 模，因此作为前者的子模，Z[α] 也是有限生成的。由引理 7.2，α 是代数整数，而 α 又是有

理数，故 α ∈ Z，dimV 整除 [G : Z(G)]。

7.2 Burnside pαqβ 定理
本节中我们给出群表示论在群论中的一个应用，即特定的一类群不是单群。

Galois 理论给出下面的关键引理：

引理 7.10

设 ζ1, ..., ζn 是单位根，设 α :=
1

n

n∑
i=1

ζi。若 α 是代数整数，则要么 α = 0，要么 α = ζ1 = · · · = ζn。

Proof. 存在本原 k 次单位根 ω 使得 ζ1, ..., ζn ∈ Q(ω)。考虑 Galois 群 Gal(Q(ω) | Q)，以及 α 的范数：

a := NormQ(ω)
Q (α) :=

∏
σ∈Gal(Q(ω)|Q)

σ(α)

由于分圆域扩张 Q(ω) | Q 是 Galois 扩张，并且 a 在 Gal(Q(ω) | Q) 的作用下保持不变，我们有 a ∈ Q。由于 α ∈ A，
对 σ ∈ Gal(Q(ω) | Q) 有 σ(α) ∈ A，因此 a ∈ A。于是 a ∈ Z。

另一方面，每个 σ(ζi) 都是单位根，于是

|σ(α)| =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

σ(ζi)

∣∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
i=1

|σ(ζi)| = 1 =⇒ |a| =
∏

σ∈Gal(Q(ω)|Q)

|σ(α)| 6 1

综合上述讨论我们得出 a ∈ {−1, 0, 1}。若 α 6= 0，则 |a| = 1。有

|a| = 1 =⇒ |α| = 1 =⇒
n∑

i=1

|ζi| = n =⇒ α = ζ1 = · · · = ζn

定理 7.11

设 G 的有限群，G 有一个共轭类的元素个数 |C| = pn，其中 p 是素数，n > 1，那么 G 不是单群。

Proof. 设 ρ2, ..., ρr 是 G 的全部互不同构的非平凡既约表示，χ2, ..., χr 是 ρ2, ..., ρr 给出的特征标。设 g ∈ G 是是一个非中
心元素且 |gG| = pn。利用列正交关系，有

1 +

r∑
i=2

χi(1)χi(g) = 0

假设每个 χi(1)χi(g) 都能被 p 整除，那么由命题 7.5，−1/p 就是代数整数，然而 −1/p ∈ Q \ Z，矛盾。因此存在
i ∈ {2, ..., r} 使得 p 6 | χi(1) 且 χi(g) 6= 0。

此时 χi(1) 与 |gG| 互素，由 Bézout 引理，存在 a, b ∈ Z 使得 a|gG|+ bχi(1) = 1。因此

a
|gG|χi(g)

χi(1)
+ bχi(g) =

χi(g)

χi(1)

在命题 7.7 中我们证明了 |gG|χi(g)

χi(1)
∈ A，由命题 7.5 有 χi(g) ∈ A。于是

χi(g)

χi(1)
∈ A。
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设 ρi(g) ∈ GL(Vi) 的本征值为 ζ1, ..., ζn（计重数）。那么
χi(g)

χi(1)
=

1

n

n∑
i=1

ζi 6= 0。由引理 7.10 有 ζ1 = · · · = ζn =: ζ。因

此 ρi(g) = ζ idVi
。g ∈ ρ−1

i (C×) 6 G。

假设 G 是单群，那么 ρ−1
i (C×) = G，即 ρi(G) = C×；并且有 ker ρi = {eG}。故 G 是 Abel 群。然而这与 g 是非中

心元素矛盾。故 G 不是单群。

来到本节的中心定理：

定理 7.12. Burnside pαqβ 定理

对于 α, β ∈ N 和素数 p, q，每个非 Abel 的 pαqβ 阶群都不是单群。

Proof. 不妨设 α, β > 1。由 Sylow 第一定理，G 有非平凡的 Sylow p 子群 P。P 有非平凡的中心元素 g ∈ Z(P )。

若 g ∈ Z(G)，那么 〈g〉 是 G 的非平凡正规子群，G 不是单群。

若 g /∈ Z(G)，注意到 g ∈ Z(P ) 表明 P 6 CG(g)。由轨道-稳定子定理，

|gG| = [G : CG(g)]

∣∣∣∣ |G||P |
= qβ

且 |gG| 6= 1。于是定理 7.11 表明 G 不是单群。

推论 7.13

对于 α, β ∈ N 和素数 p, q，每个 pαqβ 阶群都是可解群。
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