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前言

这份不完全的笔记包含四章，内容大致相当于单变量微积分的微分学之前的部分。作
为单变量微积分的笔记，原计划应有微分学和 Riemann 积分两个章节。不过由于大一考
试的结束，我不会再续此内容，这份笔记就将以不完全的状态呈现出来。1

前两章是我在高三暑假所写，当时仍是业余数学学生。开学后未能抽空继续学习数学
分析，直到 Hilary Term2结束我决定转到数学系，而为了开学的 collection 考试，需要恶
补数学分析缺失的内容, 故在假期匆匆写下笔记的三四章。

虽然从初三就开始学微积分，我对它的理解却非常粗浅。之后去学那些“有趣”的数
学时，一直搁置了它，以至于到大一它成了我最为头疼的学科。必须承认在物理系中应用
的微积分，是以直觉为主的 Newton 时代的产物；而现今大学所授、构成理工科基础的微
积分是经过 Cauchy, Gauss, Weierstrass 等人的严格化，建立在 ε− δ 语言上的严谨学科。
两者的差别是巨大的。在 Oxford 数学系的课程架构中，微积分注重证明的部分和注重计
算的部分被分成了两个系列的课程，分别冠以”Analysis” 和”Calculus” 之名（当然都是必
修的）。这个笔记当然算是”Analysis”（国内称为“数学分析”）的范畴，我基本只叙述重
要概念和定理及其证明，具体例子和习题可以忽略不计。当然这也是笔记存在的本来目的
——只有书写者认为重要的东西才会被记录下来。此外，保持笔记的简洁性对考前的高效
复习帮助很大。

值得注意的是这个笔记的顺序和大部分国内的数学分析教材不同——后者往往喜欢
把“一致收敛”“级数”“幂级数”等概念放到 Riemann 积分之后才讲。我认识这对认知
不利，这些内容自然应当是紧接着序列和函数出现。更何况，利用级数定义 e, exp, sin, cos
能立刻推广到复数域上，同时简化诸多性质的证明，比如重要极限 limx→0 sinx/x。现在
采用这种教学顺序的有陈天权的《数学分析讲义》和我们学校自己的讲义。

关于学习教材，我个人非常推崇Walter Rudin’s Principles of Mathematical Analysis，
俗称“Baby Rudin”，我认为这是最佳的分析学入门教材，理论上没有前置知识需要，实
际上任何具有等同于 AP Calculus BC 知识的初学者都能阅读（至少前 9 章）。推崇的理
由和 Linear Algebra Done Right 类似：极简的行文仿佛艺术品般，同时观点很高，在早
期就渗透很多度量空间的思想。然而这些“优点”也使得它的阅读难度极大：证明多有跳
步，缺乏足够的动机；习题的难度可以劝退不少试图挑战数学的学生。当读不下去时，也
可看一些国内教材作为补充，作为精神北大人，我选择的是伍胜健那套《数学分析》。

另外还有一套书值得一提，北大陈天权的《数学分析讲义》。全书共三本。作为名义
上的“数学分析”，它涵盖了：单变量微积分、点集拓扑、多元微分学、（抽象测度上的）
实分析、复分析、（古典）微分几何。可谓把半个数学系本科内容浓缩在三本书里。难度
自然极高，我甚至不敢翻开后两本，因此只对第一本做些简评。它的正文通常写得极其简
洁（然而一些证明比较曲折），只有几个最重要的结论，剩下内容都被放在了习题和附录
中，习题喜欢拆分定理成多个小问，循循善诱，若能做完将有不小收获。此书尤其擅长让
读者用简陋的工具证明一些在后续章节才会遇到的结论。

和通用符号的差异

这个笔记的符号基本与通用符号一致。除了少数几个地方采用了 Zorich 的书的古怪
写法：

第二章我用 ]a, b[ 而非常用的 (a, b) 表示开区间，这个记号由于过于丑陋，在第三章
就改回正常写法了。

邻域的符号可能前后不太统一。第四章开头我使用
◦
U δ
E(x) 来表示集合 E 中，中心在

x 的去心 δ-邻域。这个符号比较繁复，而后面我偶尔使用度量空间的记号 B(x, δ) 表示实
数集上一个中心在 x 的 δ-邻域。

1我的知乎专栏有这些笔记的扫描图片版：zhuanlan.zhihu.com/analysis-notes-Tautochrone
2Oxford 每学年三个学期，依次称为 Michaelmas, Hilary 和 Trinity



内容概要

这个笔记涵盖了数学分析/单变量微积分的微分学之前的部分，包括简单的一点集合
论与数理逻辑、实数理论、序列与级数、函数的连续性，从内容上大致与 Oxford数学系大
一的 Analysis I 以及 Analysis II 前半部分对应，并且与 Metric Space 和 Set Theory
略有交叉。打星号的章节是为了完整性或者延展性加入的超纲内容，不影响主线的阅读。

分章节的内容简介：
第一章 集合 主要介绍了集合的基本概念（高中数学复习），集合的运算律和 de

Morgan 律，集合的直积，集合的基数，集族与幂集，等价类与划分，商集，命题逻辑，逻
辑符号，蕴含，等价，L1 公式，谓词逻辑，自由变量与约束变量，L2 公式，Russell 悖论，
Zermelo-Fraenkel 集合论公理，自然数集定义为最小归纳集，选择公理，良序原理，映射，
定义域与目标域，值域，像与原像，像与集合运算的关系，限制，延拓，恒等映射，商映
射，复合映射，单射，满射，双射，单射与集合运算关系，左可逆，右可逆，可逆，单同
态，满同态，同构，等势，偏序关系与全序关系，Schröder-Bernstein 定理，基数的可比
较性，Zorn 引理，Cantor 定理（集合的基数小于自己的幂集）.

第二章 数系 主要介绍了自然数的 Peano 公理，自然数的加法、乘法和序关系，第
一与第二数学归纳法，整数环的构造，有理数域 (分式域) 的构造，有理数域是最小的序
域，有理数域的 Archimedes 性，有理数域的不完备性，Dedekind 分割构造实数域，实数
域的公理化定义，实数域的唯一性（满足相应公理的完备序域都同构），实数的 q 进制表
示，Cantor 闭区间套定理，度量空间的定义，邻域与开集，极限点与闭集，开覆盖与紧
集，开集与闭集的性质，紧集的性质，Heine-Borel 有限覆盖定理（实数域上的紧致性等
价于有界闭性），Bolzano-Weierstrass 极限点存在定理，闭包，向量空间 Rn，复数域的构
造，复数域不是序域，实部与虚部，共轭复数，复数的极坐标表示，代数闭域，有限集与
无限集，可数集与不可数集，可数集是最小的无限集，整数集、有理数集是可数集，代数
数集是可数集，实数集是不可数集，Rn 与 R 等势.

第三章 序列与级数 主要介绍了序列极限，极限的拓扑刻画，极限的唯一性，收敛
序列有界，序列极限运算法则，序列极限保序，序列夹逼定理，无穷大，扩展实数集，子
列，收敛序列的子列极限相同，Bolzano-Weierstrass 子列收敛定理，Cauchy 列，Cauchy
收敛准则，等价的六大实数域完备公理，单调序列，观景点定理，单调有界定理，上极限
与下极限，上下极限保序，上下极限与子列极限关系，部分和与级数，级数的 Cauchy 准
则，几何级数，正项级数，比较判别法的一般形式与极限形式，Cauchy 凝聚判别法，调
和级数，自然常数 e，Leibniz 交错级数判别法，d’Alembert 比例判别法，Cauchy 根式判
别法，根式判别法强于比例判别法，绝对收敛与条件收敛，绝对收敛级数不受重排影响，
Riemann 重排定理，幂级数，Cauchy-Hadamard 收敛半径公式，Mertens 定理（收敛级
数和绝对收敛级数的 Cauchy 乘积是收敛的），幂级数的运算，指数函数的定义和性质，三
角函数的定义和性质.

第四章 连续函数 主要介绍了函数极限，Heine 定理（函数极限与序列极限的对应），
函数极限运算法则，函数夹逼定理，函数极限的 Cauchy 准则，复合函数极限，单侧极限，
重要极限 limx→0 sinx/x，函数连续性，连续性的拓扑刻画，间断点及其分类，间断点集稠
密的函数，连续点集的 Gδ/Fσ 集刻画，连续性的运算，复合函数的连续性，有理函数、指
数函数和三角函数的连续性，实数域上的连通集，连续函数保持连通性，Bolzano-Cauchy
介值定理，零点定理，不动点定理，连续函数保持紧致性，Weierstrass 最值定理，一致连
续，Lipschitz 连续，Heine-Cantor 定理（紧集上的连续函数一致连续），一致连续函数保
持 Cauchy 列，一致连续函数保持有界性，连续延拓定理，稠密子集上的一致连续函数有
唯一连续延拓，Riesz 日出引理，代数基本定理，单调函数，单调函数的间断点，单调函数
的连续性等价于保持连通性，连通集上的连续单射严格单调，反函数定理，对数函数，逐
点收敛与一致收敛，一致收敛的 Cauchy 准则，Weierstrass-M 判别法，一致收敛保持连续
性，Dini 定理，幂级数的一致收敛，Abel 幂级数第二定理，连续函数的度量空间，等度连
续，逐点有界与一致有界，紧集上一致收敛的连续函数列等度连续，Arzelà-Ascoli 定理.
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参考教材

首先在应试上，我们学校的课程讲义是非常有用的，我也在整理笔记时做了些许参
考:3

[1] H. A. Priestley, Analysis I.
[2] 钱忠民, Analysis II.
主要的行文顺序参考了 Baby Rudin 和陈天权的书。其中 Baby Rudin 恐怕是我最喜

欢的初学者必读分析学教材了。
[3] Walter Rudin, Principles of Mathematical Analysis, ”Baby Rudin”.
[4] 陈天权, 数学分析讲义（第一册）.
其他零星参考的教材有：
[5] V. A. Zorich, Mathematical Analysis I. （兼具严谨性和应用的毛式风格）
[6] 陶哲轩, Analysis. （从自然数构造实数的几个章节写得很细，推荐阅读）
[7] Halbach, Logic Manual. （Oxford 哲学系入门书，参考了一些数理逻辑的东西）
[8] Royden, Real Analysis. （实分析教材，度量空间写得清晰简明）
另外，知乎用户 dhchen 的两个关于数学分析的 live 对我的帮助非常大，笔记中几个

定理的证明就是出自他的讲义4。关于 Schröder-Bernstein 定理和基数可比较定理的证明，
我也参考了知乎上的一些回答5。

一点小问题

我不幸遗失了第一章的原始扫描图片，所以从知乎专栏上下载，带有水印，可能影响
阅读；同时因为扫描机识别的原因，某些页的脚注没有被完整扫描。（我实在懒得重新扫
描了，太麻烦了 QAQ）

3可以在这个网址进入对应课程找到讲义：courses.maths.ox.ac.uk/overview/undergraduate
4dhchen 的 live 可以从个人主页找到：www.zhihu.com/people/dhchen
5Schröder-Bernstein 定理: www.zhihu.com/question/30015911/answer/117414559

基数可比较定理: www.zhihu.com/question/25744399/answer/31537728
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